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Özet
Bu çalışmada; melez bulanık en küçük kareler regresyon probleminin hedef programlama tekniği ile çözümü ele alınmış ve elde edilen çözümün jeodezik ağların en küçük kareler ilkesine göre dengeleme probleminin çözümü ile ilişkilendirilmesi amaçlanmıştır. Bu nedenle, önce jeodezik ağların en küçük kareler ilkesine göre dengelenmesine ait bağıntılar özet olarak verilmiştir. Sonra kısaca hedef programlama tanıtılmış ve matematiksel modeli verilmiştir. Daha sonra bulanık regresyon ele alınarak bu bağlamda bulanık aritmetik işlemler  incelenmiş ve melez bulanık en küçük kareler doğrusal regresyon modeli ortaya konmuştur.

     Çalışmanın bu işlemleri takip eden bölümünde regresyonda ortalama mutlak sapmaların minimizasyonu (MINMAD regresyon) problemi incelenmiş ve MINMAD regresyon tekniği ile melez bulanık en küçük kareler regresyon probleminin hedef programlama problemi olarak modellenmesi üzerinde durulmuştur.

     Nihayet hedef programlama problemi olarak modellenen melez bulanık en küçük kareler regresyon probleminin jeodezik ağların en küçük kareler ilkesine göre dengeleme problemi ile ilişkisi ortaya konmuştur. Böylece jeodezik ağların en küçük kareler ilkesine göre gerçekleştirilen dengeleme probleminin değişik bir teknik ile de çözülebileceği görülmüştür.
Anahtar Sözcükler

Melez bulanık regresyon, hedef programlama, MINMAD regresyon, ağırlıklı bulanık aritmetik, jeodezik ağların en küçük karelerle dengeleme problemi

1. Giriş
Hedef programlama probleminde, birçok hedef birlikte göz önüne alınarak bunların aynı anda gerçekleştirilmesine çalışılır. Birbirleriyle çelişebilen hedeflere öncelikler ve ağırlıklar verilerek sırayla gerçekleşmeleri sağlanır. Bazen de öncelikler ve ağırlıklar eşit alınır. Melez bulanık regresyon probleminin katsayılarının hesabı için oluşturulan normal denklemler eşit öncelikli ve eşit ağırlıklı çok hedefli bir model haline getirilebilir. Jeodezik ağların dengeleme probleminin normal denklemleri de melez bulanık regresyon probleminin normal denklemlerinin yapısına benzer olup çözümü aynı model ile modellenebilir.
     Bu çalışmada melez bulanık en küçük kareler regresyon probleminin çözümünün hedef programlama tekniği ile modellenmesi ele alınmış ve elde edilen modelin jeodezik ağların en küçük karelere göre dengeleme probleminin çözümü ile ilişkilendirilmesine çalışılmıştır. Bu amaçla, en küçük karelerle dengeleme bağıntıları verildikten sonra kısaca hedef programlama tanıtılmıştır. Daha sonra bulanık regresyon ele alınarak melez bulanık en küçük kareler doğrusal regresyon modeli oluşturulmuştur. Çalışmanın ilerleyen bölümlerinde regresyonda ortalama mutlak sapmaların minimizasyonu (MINMAD regresyon) problemi ve MINMAD regresyon tekniği ile melez bulanık en küçük kareler regresyon probleminin hedef programlama problemi olarak modellenmesi incelenmiştir.
     Son olarak jeodezik ağların dengeleme probleminin normal denklemlerinin çözümü hedef programlama poblemi biçiminde ele alınan melez bulanık regresyon probleminin çözüm modeli ile ilişkilendirilmiştir.
2. Jeodezik Ağların En Küçük Kareler İlkesine Göre Dengelenmesi
Duyarlıkları farklı, bağımsız ve dolaylı ölçülerin en küçük kareler ilkesine göre dengeleme probleminde,
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küçültülmüş ölçüler vektörü,
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düzeltme denklemleri katsayılar matrisi,
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küçültülmüş bilinmeyenler vektörü,
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ölçülerin varyans-kovaryans matrisi,
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ölçülerin ağırlık matrisi,
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ölçülerin ağırlık katsayıları (kofaktörler) matrisi,
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olmak üzere dengelemenin matematik modeli matrislerle 
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biçiminde tanımlanabilir (Demirel 1987; Şimşek 1997a).  
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minimum koşulunu öngören en küçük kareler ilkesine göre ve 
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, normal denklemler matrisini; 
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, yalın terimler vektörünü göstermek üzere
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biçiminde normal denklemler elde edilir. N matrisinin regüler olduğu kabul edilerek bilinmeyenler
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ile çözülür (Şimşek 1988, 1995). 
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 vektörü hesaplandıktan sonra (1) bağıntısı ile düzeltmeler vektörü 
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, sonra dengelenmemiş ölçüler (
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) ve 
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 yardımıyla dengelenmiş ölçüler vektörü 
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biçiminde hesaplanır (Şimşek 1992). Düzeltmelerin hesabından sonra birim ağırlıklı ölçüye ilişkin sonsal standart sapma (
[image: image23.wmf]n

: ölçü ve  
[image: image24.wmf]u

: bilinmeyen sayısı olmak üzere), 
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biçiminde elde edilir (Şimşek 1997b).

3. Hedef Programlama
Genel bir hedef programlama probleminin modeli,
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biçiminde, 
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 tane kısıt ve 
[image: image28.wmf]m

 tane amaç fonksiyonu ile ifade edilebilir (Gülenç ve Karabulut 2005; Turanlı ve Köse 2005). Burada;

[image: image29.wmf]:

,

,

2

1

m

P

P

P

L

Ağırlıklar


[image: image30.wmf]:

)

(

x

g

Kısıt fonksiyonları


[image: image31.wmf]:

)

(

x

f

Amaç fonksiyonları


[image: image32.wmf]:

b

 Kısıt/amaç fonksiyonunun hedef değeri (sağ yan değeri)
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biçiminde 3 olası hedef düşünülüp bunlardan herhangi biri, negatif bir sapma 
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 çıkarılarak (9) bağıntıları ile verilen hedef programlama şekline getirilebilir: 
Hedef türü        Hedef programlama biçimi     Minimize edilecek sapma değişkeni
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(9a), (9b), (9c)  ile gösterilen hedeflerin sağlanması için sırayla, pozitif sapma 
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     (7) bağıntısında 
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biçimindedir.

4. Bulanık Regresyon

Genel olarak; bulanık regresyon analizi, bağımlı ve bağımsız değişken arasındaki bulanık fonksiyonel ilişkiyi verir; diğer bir deyişle değişkenler arasındaki bulanık girdi-çıktı ilişkilerini elde etmeye yarayan bir tekniktir. Buradaki belirsizlik farklı durumlarda ortaya çıkabilir.

     Genel olarak bulanık bir regresyon modeli,
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olarak yazılabilir. Burada 
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     Bulanık regresyon analizinin ana amacı, (11) bağıntısı ile tanımlanabilen bulanık girdi-çıktı ilişkisi yardımıyla verilmiş verileri açıklamaktır. Analiz edilecek girdi-çıktı verileri için üç durum söz konusudur:
(i) Kesin girdi - kesin çıktı verileri (bulanık olmayan veriler),

(ii) Kesin girdi verileri ve bulanık çıktı verileri,

(iii) Bulanık girdi - bulanık çıktı verileri.

4.1. Ağırlıklı Bulanık Aritmetik 

Ağırlıklı Bulanık Aritmetik, aynı üyelik düzeyindeki kümelere ait iki bulanık sayı arasındaki aritmetik işlemleri tanımlar. Bu işlemlerde bulanık kümelere ait ağırlıklandırılmış integral, üyelik fonksiyonunun toplam integraline bölünür.
     Ağırlıklı bulanık aritmetik, bulanık küme işlemlerini kesin bir sayıya çevirmek amacıyla bulanıklığı giderme kavramını kullanır. Sonuçta elde edilen kesin sayı, bulanık aritmetik işlemine ilişkin ortalama bir değer olarak yorumlanabilir.
     Üyelik fonksiyonlarının integrasyonunu gerçekleştirmek için, bulanık sayılar, normalleştirilmiş bir asimetrik üçgensel üyelik fonksiyonu olarak ifade edilmiştir. Bulanık sayılar normalleştirilmemiş ise, bu sayılar en büyük üyelik değerine bölünerek normalleştirilir.
     Bir asimetrik üçgensel bulanık sayı 
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biçiminde tanımlanır.

4.1.1. Ağırlıklı bulanık toplama
Ağırlıklı bulanık aritmetik tanımına göre, 
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 ve 
[image: image75.wmf]B

~

’nin ağırlıklı bulanık toplamı,
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ile tanımlanır (Chang 2001). Burada payda
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olarak hesaplanabilir.
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 değerleri (13) eşitliğindeki ağırlıklı integralde yerine konarak aşağıdaki sonuçlar elde edilir:
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(15a) ve (15b) eşitliklerinin toplanmasıyla,
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bulunur. 
[image: image85.wmf]A

~

 ve 
[image: image86.wmf]B

~

 nin her ikisi de simetrik bulanık sayı ise, 
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olarak elde edilir. 

4.1.2. Ağırlıklı bulanık çıkarma
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ile tanımlanır (Chang 2001). (15a) ve (15b)’ye benzer olarak
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elde edilir. (19a) ve (19b) ile
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olarak bulunur. Simetrik 
[image: image97.wmf]A

~

 ve 
[image: image98.wmf]B

~

 bulanık sayıları için alttaki (21) bağıntısı geçerli olur.
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4.1.3. Ağırlıklı bulanık çarpma
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’nin ağırlıklı bulanık çarpımı,
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ile tanımlanır (Chang 2001). Burada,
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elde edilir. (23a) ve (23b) ile
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ve simetrik 
[image: image108.wmf]A

~

 ve 
[image: image109.wmf]B

~

 bulanık sayıları için aşağıdaki (25) bağıntısı bulunur.
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4.2. Melez Bulanık En Küçük Kareler Doğrusal Regresyonu
Bağımlı değişkenin tahmin ve gözlem değerleri arasındaki hataların kareleri toplamını formüle etmek için ağırlıklı bulanık aritmetik kullanılarak regresyon modeli ele alınmıştır.

     Bulanık sayıların asimetrik üçgensel sayı olarak alınması ile iki değişkenli regresyon modeli
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biçiminde ifade edilebilir. Burada, 
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     Benzer olarak, her bir 
[image: image116.wmf]i

U

~

 gözlem değeri, 
[image: image117.wmf])

,

,

(

~

,

,

R

i

L

i

i

i

e

e

Y

=

U

 şeklinde tanımlanabilir. Şekil 1’de gösterildiği gibi, 
[image: image118.wmf]L

i

,

~

U

m

  ve 
[image: image119.wmf]R

i

,

~

U

m

, 
[image: image120.wmf]m

 üyelik düzeyinde gözlenmiş (gözlenen)  
[image: image121.wmf]i

U

~

’nin sol ve sağ sınırları iken; 
[image: image122.wmf]L

i

,

ˆ

U

m

 ve 
[image: image123.wmf]R

i

,

ˆ

U

m

, 
[image: image124.wmf]m

 üyelik düzeyinde tahmin edilen 
[image: image125.wmf]i

U

ˆ

’nin sol ve sağ sınırlarıdır. 

                           Şekil 1: Gözlem değeri Ỹi  ve tahmin değeri Ŷi  arasındaki artık hata (Chang 2001)

Bu büyüklükler,
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biçiminde tanımlanmaktadır (Chang 2001).
     Ağırlıklı bulanık aritmetik tanımı kullanılarak, tahmin değeri 
[image: image130.wmf]i
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biçiminde formüle edilebilir. Burada,
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olarak elde edilir. (29) bağıntısındaki payda, üyelik fonksiyonunun integrali olup normalleştirilmiş üçgensel üyelik fonksiyonu için 1’dir. Böylece (29) bağıntısı, (30a) ve (30b) bağıntılarının toplamına eşit olur. Bu toplam, bir F fonksiyonu ile ifade edilecek olursa,
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olur. 
     En küçük kareler ilkesi için amaç fonksiyonu, hataların kareleri toplamını minimum yapmaktır. Hataların kareleri toplamına ilişkin (31) eşitliğinin 6 tane bilinmeyen (
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biçimindedir. Burada, 
[image: image141.wmf]p

 bağımsız değişken sayısı,
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 regresyon sabit terim katsayısıdır (asimetrik üçgensel bulanık sayı).
     İki değişkenli regresyon modelinde yapılan işlemlere benzer işlemler yapılarak melez bulanık çoklu regresyona ilişkin normal denklemler edilebilir.
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 biçimindeki bir veri setine ilişkin normal denklemler aşağıda verilmiştir (Chang 2001):

Merkezler için normal denklemler:
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Sol genişlikler için normal denklemler:
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Sağ genişlikler için normal denklemler:
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Bulanık regresyon katsayılarına ilişkin merkezler, bulanık verilerin merkezleri kullanılarak çözülür. Böylece, elde edilen merkezler, kesin veri gibi merkezlere dayandırılan klasik regresyon ile aynıdır. Bulanık regresyon katsayılarına ilişkin sol genişlikler ve sağ genişlikler, bulanık verilere ilişkin ilgili genişlikler kullanılarak ayrı ayrı çözülür.
4.3. Regresyonda Ortalama Mutlak Sapmaların Minimizasyonu (MINMAD Regresyon)
En küçük kareler kestiricisinin veri kümesindeki uç değerlerden çok etkilenmesi gibi dezavantajlarından dolayı doğrusal regresyonda minimum ortalama mutlak sapma (MINMAD) kestiricileri tercih edilebilmektedir  (Eminkahyagil 1997).
     Basit doğrusal regresyon için
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modelinde 
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 ölçü değerleri olmak üzere 
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 katsayılarının tahmin edilebilmesi için,
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ifadesinin minimize edilmesi gerekir. Bu bağıntı, bağımlı değişkenin ölçülen ve tahmin edilen değerlerinden ortalama mutlak sapma olarak bilinir. (37) bağıntısının minimizasyonu,
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biçiminde ifade edilen mutlak sapmaların toplamının minimizasyonu ile aynıdır (Arthanari ve Dodge 1993). Çok boyutlu doğrusal regresyon ifadesinde ölçü sayısı 
[image: image158.wmf]n

 ve değişken sayısı 
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 olmak üzere (38) bağıntısı
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biçiminde tanımlanır.  
[image: image161.wmf]b

 nın tahmin edilebilmesi için bu ifadenin minimize edilmesi gerektiğinden
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yazılabilir (Eminkahyagil 1997). 

4.4.  MINMAD Regresyonuna Doğrusal Programlama Yaklaşımı
Bir regresyon probleminde amaç tahmin edilen 
[image: image163.wmf]b

 değerlerinin en iyilenmesidir. 
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 değerleri tahmin edilirken doğrusal programlama teknikleri kullanılabilir. 
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olarak tanımlanır. Bu problem, ortalama mutlak sapmaların minimizasyonu problemi olarak bilinir. Bu durumda, 
[image: image170.wmf]b

 ya göre 
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biçiminde ifade edilebilir (Arthanari ve Dodge 1993).
     (42) probleminin çözülebilmesi için 
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 ve 
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’nın işaretinin belirli hale getirilmesi gerekir. İşareti belirtilmemiş herhangi bir 
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şeklinde ifade edilebilir (Arthanari ve Dodge 1993). Burada, 
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 bilinen sabitler matrisi; 
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 inci ölçü için sırayla negatif ve pozitif sapmadır. (43) bağıntılarında 
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açık biçimde yazılabilir. Burada 
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biçiminde 
[image: image194.wmf]i
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’lerin işareti belirli hale getirilebilir. (44) bağıntılarında sağ yan “=” biçiminde olduğundan (9c) bağıntısı gereği (43) problemindeki  
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yapısını alır (Şimşek 2009). Bu problemin çözümü sonucunda bulunan 
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 yardımıyla (45) bağıntısından 
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’lar hesaplanarak regresyon denklemi yazılabilir.
4.5. Melez Bulanık En Küçük Kareler Regresyon Probleminin Hedef Programlama Problemi Olarak Modellenmesi ve Regresyon Parametrelerinin Tahmini

Asimetrik üçgensel bulanık sayılar için (32) bağıntısıyla verilen melez bulanık çoklu regresyon modeli kullanılarak elde edilen normal denklemler, bulanık merkezler, sol genişlikler ve sağ genişlikler için sırayla (33), (34) ve  (35) bağıntılarıyla verilmektedir. Bu denklem sistemlerindeki her bir denklem gerçekleşmesi istenen birer hedef olup sağ yan tarafı “=” biçimindedir. Bu nedenle her bir denklemden negatif 
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 sapma değerlerinin her ikisinin birlikte minimize edilmesi amaçlanabilir.

     Melez bulanık regresyon probleminde regresyon katsayılarının tahmini için doğrusal programlama yöntemleri kullanılabilir. Bu nedenle melez bulanık regresyon modeli için (33), (34) ve (35) denklemlerindeki bilinmeyen katsayılar, klasik regresyondaki bilinmeyen 
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 katsayılarına karşılık geldikleri için Bölüm 4.4 deki MINMAD regresyonu için kullanılan doğrusal programlama yaklaşımı bu normal denklemlerin çözümü amacıyla da kullanılabilir. 
     (33), (34) ve  (35) bağıntıları ile verilen normal denklemler tek tek ele alınarak (42) bağıntısına benzer olarak işlem yapılabilir. Ancak bu denklemlerden bir tanesinin modellenmesi diğerleri için de geçerli olacağından (sadece sağ yan değerler değişecektir) burada sadece (33) denklemleri için model oluşturulacaktır. (42) bağıntısı (33) bağıntıları ile verilen normal denklemler için düşünüldüğünde
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biçiminde ifade edilebilir. Problemin çözülebilmesi için 
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 nin işaretinin belirli hale getirilmesi gerekir. Bu amaçla Bölüm 4.4 deki yaklaşımlar kullanılabilir. Böylece (47) bağıntısı (43) bağıntısına benzer biçimde 
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şeklinde ifade edilebilir. Burada 
[image: image209.wmf]2

1

d

ve

d

, birinci; 
[image: image210.wmf]4

3

d

ve

d

, ikinci;  
[image: image211.wmf]p

p

d

ve

d

2

1

2

-

 ise 
[image: image212.wmf]p

’inci normal denklemden negatif ve pozitif yöndeki sapmaları ifade etmektedir.  
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alınabilir. (48) bağıntılarında sağ yan taraf  “=”  biçimde olduğundan negatif ve pozitif sapmaların tümü erişim fonksiyonunda yer alacaktır. Böylece (47) modeli
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biçimini alır. (50) sisteminin çözümü sonucunda hesaplanan 
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 bilinmeyenleri yardımıyla (49) bağıntısından 
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katsayıları elde edilir.

     Melez bulanık regresyon modelinin merkez katsayıları bu şekilde elde edildikten sonra (34) ve (35) normal denklemleri de aynı şekilde çözülüp, sol ve sağ genişlikler için 
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 katsayıları elde edilerek (32) bağıntısına göre regresyon denklemi yazılabilir. Bulanık katsayıların simetrik üçgensel sayılardan oluşması durumunda çözüm için (33), (34) ya da (35) bağıntıları ile verilen denklem sistemlerinden birinin kullanılması yeterlidir.
4.6. En Küçük Karelerle Dengeleme Probleminin Normal Denklemlerinin Hedef Programlama Problemi Olarak Modellenmesi
Normal denklemler (3) bağıntısıyla verilmektedir. Bu denklem sistemindeki her bir denklem gerçekleşmesi beklenen birer hedef olup sağ yan tarafı “=” biçimindedir. Bu nedenle, (9c) bağıntısı gereği her bir denklemden negatif 
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 sapma değerlerinin her ikisinin birlikte minimum yapılması amaçlanabilir. Dengeleme probleminin küçültülmüş bilinmeyenleri vektörü genel olarak 
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 biçiminde tanımlansın. Bu bilinmeyenler (47) bağıntısındaki  
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bilinmeyenleri gibi düşünülebilir. (1) bağıntısı ile verilen düzeltme denklemlerinin katsayıları 
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olmak üzere normal denklemlerin açık biçimi için
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yazılabilir (Şimşek 2008). Çözüm için, 
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biçiminde bilinmeyenlerin işareti belirli hale getirilebilir.  Bu durumda (51) bağıntılarıyla verilen problem
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      (53)
biçimini alır. Böylece (50) bağıntıları ile tamamen benzer olan (53) bağıntıları elde edilmiş olur. Burada 
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’inci normal denklemden sırayla negatif ve pozitif yöndeki sapmayı ifade etmektedir. Bu problemin çözümü sonucunda bulunacak 
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 bilinmeyenleri yardımıyla (52) bağıntısından 
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küçültülmüş dengeleme bilinmeyenleri elde edilir.
5. Sonuç
Melez bulanık regresyon probleminin bilinmeyen katsayılarını hesaplayabilmek için bulanık merkezler, bulanık sol ve sağ genişlikler için hedef programlama tekniği kullanılarak (50) bağıntısıyla verilen model elde edilmiştir. Bu modelin çözümü sonucu regresyon katsayıları hesaplanabilmekte ve böylece regresyon eşitliği elde edilebilmektedir.

     Jeodezik ağlarda dengeleme bilinmeyenleri melez bulanık regresyon problemindeki katsayılar gibi düşünülür ve dengelemenin normal denklemlerinin açık biçimi dikkate alınırsa dengelemenin normal denklemleri için (51) bağıntısı yazılabilmekte ve bu bağıntı bir kısım işlemler sonucu (53) bağıntısıyla verilen nihai modele dönüştürülebilmektedir.    (50) ve (53) bağıntılarıyla verilen modeller incelendiğinde tamamen benzer oldukları görülecektir.

     Hedef programlama tekniği ile melez bulanık regresyon problemi modellenmiş ve (50) bağıntısıyla verilen model elde edilmiştir. Bu model jeodezik ağların dengeleme probleminin normal denklemlerinin çözümüne de uyarlanmış ve (53) bağıntısı elde edilmiştir.
     Sonuç olarak, jeodezik ağların dengeleme probleminin normal denklemlerinin çözümünün melez bulanık regresyon probleminin çözümü gibi yapılabileceği gösterilmiştir. Böylece jeodezik ağların dengeleme probleminin çözümüne yönelik alternatif bir yöntem elde edilmiştir.
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