
GAUSS-KRüGER TASVİRi İçiı rınxrı ÇözüM YöNTEIıIERi

Jeodezi ve Fotogrametn Miihendisliği'nin hesap yönü ağırhkta olan Matematiksel

Jeodezi ve Kartografua 'nın konusu olan Gauss-Kriiger Tasviri son yıllar da birçok
yöntemle çözülmi§tiir. Tasvirin gerçekleştirilmesinde kullanılan fonksiyonlar

şimdiye kadar ancak seriye açılaıak, hazırlanan özel tablolar ve tiirevler yardımıyla

belli bir boylam farkına kadar hesaplanabilmekteydi. Ancak giiniiıntizde;

trigonometri! hipeöolik ve kompleks sayılar gibi rüatlıkla hesaplanan fon}siyonlaı

kullanılarak, tasvir denklemlerinde sadeleşmeyi sağlayan ve boylam iiırkı
srnırlamasını ortadan kaldıran birçok yöntem geliştiri|ıniştir.
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l. GENEL BiLGİLER

1.1. Giriş

. Y. Müh. (Bayndürlık ve İskan Müdiitlüğü Gümi§hane)
** Doç.Dİ. (Ka.adeniz Teknik Universitesi Trabzon)

Harita tamamen bir sanal yiizeydir. Bu hesap yiizeyindeki koordinatlara

geçilebilmesi için, diiıııyanın şekline yakın bir hesap yiiaeyi olan referans

elipsoidindeki koordinatlann bilinmesi gerekir. Hesap ytizeyleri, hesaplaına

işlemlennin kolay yapılabileceği yüzeyler olarü seçilir. Bunlar kolaylık sırasına

göre düzlem, kiire ve elipsoiddir.

Jeodezi uygulamalannda elipsoid iizerinde hesap yapmarrın kiilfetinden kaçınmx1

için referans yiiaeyi olarak küre yada diizlemden yararlanılır. Bu maksatla, bir
orijinal sistemden bir başka sisteme geçişi veya bunun tersini gerçekleştirrrıek için

yapılan işleme tasvir denir. Bu geçiş işlemi de genellikle bir matematik bağıntı ile

İağlanır. Tasvir uzunlü, atan ve açı koruyan olmak iizere üç çeşittir, Jeodezi

,yguı"-ua, bakrmından en uygun olanı açı koruyan yani.konform tasvirdir. Gauss_

IGger Tasviri de elipsoidin düzleme konform tasviridiı (Özbenli, 1982),
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1.2. Gıuss-Kriiger Tısviri Hıkkında Önbilgi ve Tasvir Şırtlan

Tasvir konusu; ilk kez Mercator' un l550'li yılında yaptığı çalışmayla başlayıp,
tasvir denklemlerinin kesinlik kazarıdığı l820'li yıllarda C.[. Gauss ve Yiizbaşı O.
Schıeiber 1866 yılında yaptığ çalışmalara kadar giincelliğini korumuşfur. Daha
sonralan Postdam Jeodezi Enstitiisiinde bölüm başkanı olan Prof. Dr. L. Kriiger,
Gauss'un belgelerini incelerken, Schreiber'ce bilinmeyen saytsız notlar bulmuş ve
gay€t detaylı olarak yayuılamıştır. Bundan dolayıdır ki, Kriiger'in hatırasına
hiirııeten, sadece Gauss ismi kullanılınayarak ta§vir sonucu elde edilen koordinatlara
Gauss-Kriiger koordinatlan ismi verilmiştir (Grossmann, 1976). Bununla birlikte
literatiirde "Gauss-Krilger" ve "Transverse Mercator" projekiyonu kaıramlan
giinilmiizde UTM sistemi dolayısıyla eş arılamh olarak kullanılmaktadır.

C.F. Gauss ve Prof. Dr. L. Kriiger' in geliştirdiği tasvir denklemleri daha sonra W.
Hristow tarafindaıı yeniden incelenmiştir. Koordinatlann elde edilmesinde
giiııiitniiede kullaııılan tek ve çift değişkenli kuwet serileriyle çözüm geniş ölçüde
Hristow' un çaişmalanna dayanmaktadır. Ülkemizde, "Büyük Ölçekti Haritalann
Yapım Yönefueliğinin" 7. maddesine göre tasvir koordinatlan, özel tablolar
yardımıyla ancak sınırlı boylam farkına kadar çözüm yapılabilen çift değişkenli
kuıvet serileriyle gerçekleştirilmektedir.

Gauss_Kriiger Tasviri, referans elipsoidi iizerindeki (B,L) coğrafi koordinatlannın,
konform olarak diizlem dik koordinatlan (x,y)'ye dönüştiiırmektir. Bu tasviri
gerçekleştirirken konformluktan başka iki ilave şartın sağlanması istenir (Gros§mann,
79,76).

. Tasviri yapılacak bölgenin takriben ortasından geçen bir \ ana meridyeni,
tasvirde diialem sistemin apsis ekseni olan bir doğru ile gösterilmelidir. Yani
Başlangıç meridyenin diizlem tasviri x ekeni olmalıdır.

Ana meridyenin tasviri uzunluk korumalıdır.
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2.ÇöZtiı{ YöNTEMLERİ

Elipsoid coğrafi koordinatlanndarı Gauss-Kriiger koordinatlannrn hesaplanması ve
ters işlemi için tasvir denklemleri, giriş bölilmiiııde de açıklandığı gibi birçok kez
iıcelenmiş ve en son Hristow' un çahşmalanyla kesinlik kazanmıştır. Giitıiimiizde bu
konu yeniden incelenerek tasviri gerçekleştiren tasviı denklemleri, farklı
matematiksel yaklaşımlardaıı hareket eden birçok çöziim yöntemiyle geliştirilmiştir.
Bu çahşma da, geliştirilen yöntemlerden sadece ikisi aşağıda sıralarıan başlıklar
içerisinde ve yöntemi geliştiren kişinin ismiyle belirtilerek ele ahnacaktır;

l. Küreyi yardımcı yiizey kabul eden yöntemler
2. Kompleks sayı ve fonksiyonlara dayanan yöntemler.

2.1. Küreyl Yardımcı Yiizey Kabul Eden Yöntemler

Bilindiği gibi, (B,L)'den (x,y) hesabı ve ters işleminin geleneksel metodu (Gau§s_

Krtiger' Yöntemi) enleme bağh fonksiyonlann Taylor serisine açılımı ile elde
edilifordu. Seri açıhmla oluşan tasvir den}lemlerindeki terimlerin sayısı çok çabü
artmakta ve karma§ık hale gelmektedir.

Son yıflarda bu küasik metodun yerine hesap yiikii az ve programlama açısından daha

kolay olabilecek yeni yöntemler geliştirme çabasına gidilıniştir. Bu yöntemlerde

kapalı küesel formüller kullanılarak, küe bir yardımcı yiizey alınmıştır. Böylece
serilerle elde edilen tasvir denklemlerinde kısalma olmuş ve hesap ytiıkü azalmışıır.

A. Schödlbauer, K. Krack, W. Williams, B. Bowring ve E. Mittermayer küreyi
yardımcı yüzey kabul eden tasvir denklemleri geliştirmişlerdir. Bu yöntemlerden

sadece E. Mittermayer' in geliştirdiği yöntem kendi ismiyle adlandınlarak

açıklanmıştır. (Yıldınm, l998).

2.1.1. Mittermayer Yöntemi

Mittermayer, küreyi yarümcı yiizey kabul eden diğer yönlemlerden farklı olarak,

kiiıre ile elipsoid arasındaki elipsoid diizeltmesini harmonik polinomlu Chebyshev
yaklaşımı ile hesaplanmıştır. Yardımcı yüzey ktire; izometrik elipsoid coğrafi

koordinatlan (q,l) ve elipsoid coğrafi koordinatlan (B,L) olrnak üzere, (Q.7)
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izometrik parametrelerinin oluştuıduğu koordinat sistemiyle tanımlanmıştır. Bu
sistemin (q,/)'deıı dönüşiimü için

q+il=1-"6r"c-ıı _ 1

(ı)
Z= f(z)

1l

ile tanımlanır. Buradaki ikinci eşitlik reel ve imajiner kısımlara aynlırsa

2l eqcosl eqcosl
4 = 0(ı, z) : - 

[arctan l -;q s;7 
+ arct"n 

ı * 
"r.inl

l l+2eqsinl+e2q
l= 1(q,l) = - ln 

l jecsill+erq

-l

(3)

şeklinde hesaplanır. (Q,0 izometıik paıametrelerinden (q,l) elipsoid izometrik
parametrelerinin hesabı için (l)'den ters dönüşümle

z= c@)

q+il=lntan (4)

yazılır ve reel, imajiner kısımlara aynlırsa

elde edilir. Buıada eq'nun değeri

ec = ec(,) =,*(İ - )(İ:#)'

frt ı _l

[ı 
G-ı)*i; r1

(2)

(5)

_ ı **(;4 -,,"(}u)
q =q(s,4 =rı""*(I2 

-ı)-.,(12 
E)

.*(ii)
l= t(4,7)=arcıa-,_,

",\rc/
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elde edilir

Izometrik (E, l) sistemiyle tanımlanan kiire kutuplarda P(Q=ıl, l=0)
değerlerini alır. Aynca (E,7) sistemindeki paıametreler P(-l < E < 1,7 = *a)
sınırlan arasında değer alırlar. E = sabit parametre eğrileri meridyenleri, 7 = sabit
parametre eğrileri de paralel daireleri meydana getirir.

B enleminden, q izometrik enlemine dönüşüm

tn B\ e l-esinB
q = q(B) - ıntan[; t;J *rlnü*.orB (6)

ile elde edilir. Elipsoid izometrik boylam farkı elipsoiddeki boylam farkına eşittir
(6)'in ters dönüşümü ise Newton iterasyonu ile

Bl'ı - Bl - F(B')(l + e''cos] B'lcosB'

lıı B'\.e l-esınB'
F(B, ) = lntanl4 +TJ - 

z 
|n 1-..., -c (7)

so = zarct?ııeo -Z

elde edilir (Miıtermayer, 1993).

2.1.1.1. Coğrafi Koordinatlardan Gauss-Krüger Koordinatlarının Hesabt

(B,L)'den (x,y)'ye dönüşüm için Mittermayer'in geliştirdiği tasvir denklemi

*=c,[q*aüo7)]
y = c*[7 + ılq,7ı] «sı

Gco = l0002288.29898945m

şeklindedir. Burada G*, 8(0',90") enlem değerleri arasındaki meridyen yayı

uzunluğudur. (B,L)'den(ğ, l)'nin hesabı için, (6) ve (2) formüllen kullanılır.
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.\(q. / ) vc B(E. r) Hayford Elipsoidi düzeltmeleri harmonik polinomlu Chebyshev
\ ı[lışınıı ilı- aşağıdaki biçiındc hcsapIanır (Mittermayer, l993).

z = E*ı7, n=(n-l)/2, n: 19

A=EC-7D
B=7C+ED

(9)

[Juradaki b. katsayılarının değerleri Çizelge l'de verilmiştir

2.1.1.2. Gauss-Krüger Koordinatlarından Coğraİi Koordinattarın Hesabı

(x.y)'den (B,L)'ye dönüşüm için Mittermayer'in geliştiıdiği tasvir denklemİ

E=İ+U(x,r)
l = y + V(x.y) ( 10)

U(i,y) + iv(x,D = w) c*wır = (i +iD(e+iD)
Ğ6

Ç = İ+ir, n:(n-l)/2, n=l7
U=İe-rD
V=ye+ıD

(11)

qtj(A(q.7) + i Db,. z][ =(E+i7XC+i\ )7

şcklindedir. Burada i: x / Gro ve y = y / Gro dır. U(i,y) ve V(i,!) Hayford
Elipsoidı düzeltmeleri harmonik polinomlu Chebyshev Yaklaşımı ile.aşağıdaki
biçimde hesaplanır.

Buradaki c, katsayılarının değerleri Çizelge l'de verilıniştir. (q,7)'den (B,l)'yi
hesaplamak için (5) ve (7) formülleri kullanılır. Daha öncede belirtildiği gibi elipsoid
izometrik boylam farkı elipsoiddeki boylam farkına eşittir (Mittermayer, l993).
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o.rJJ27 6927 o92 1 27 5 399
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_0.m000046l487208082
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2.2. Kompleks Sayı ve Fonksiyonlara Dayanan Yöntemler

Coğrafi koordinatlardan Gauss-Kriiger koordinatlara dönüşümü ve ters işleminde
kullanılan genel denklemler, Taylor serilerine ve yardımcı yüzey küre kullanılarak
geliştirilen formüllere dayanmaktaydı. Son yıllarda, hesap makinelerindeki
gelişmeye paralel olaıak hesap yükünden kaçılmayarak yeni yöntemler
geliştirilmiştir.

[:lipsoid noktalannı izometrik parametreler q ve {, düzlem için izometrik
parametreler x ve y olmak iizere, bu iki izometrik koordinat sistemi arasındaki
konform tasvir denklemleri temelde kompleks fonksiyonlara dayanmaktaydı. Bu
yöntemlerde geleneksel yöntemlerden farkh olarak kompleks fonksiyonlar
üzcrinden sonuca gıdilmiştir. Böyle fonksiyonlara dayanan yöntemlerde terim ihmali
söz konusu olmadığından, diğer yöntemlere nazaran boylam farkı sınırlaması yoktur
ve hassasiyet yüksektir. Bu konuda B. Bowring ve J. Klotz çalışma yapmıştır. Bu
yöntemlcrden Klotz' un geliştirdiği yöntem detaylıca açıklanmışhr (Yıldırım, l998)

2.2.1. Klııtz Yöntemi

Gauss-Krüger tasvirinde, dönüşümün izometrik koordinat sistemleri arasında
yapılması gerekir. (x,y) koordinat sistcmi izometrik olduğundan, sadece (B,L) coğrafi
koordinaılarının izometrik sisteme dönüştürülmesi gerekir. B enleminden q
izoııetrik cnlcmine dönüşüm
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Çizelge l. Hayford Elipsoidi için b., c* katsayılan (Mittermayer, l995).

0.(X)l 685628506068199
-0.0()2787990035246l85
0.(X) l406 l44128951385

-0.(XX)359446088023 138
0.(XXX)658l8155380135
-0.0000 | 23624 l 4922592
0.(XxX)()27()509843596 1

_0.(XXXXX}594l85917121

0.(XX)(X)0 l083l9l74054
-0.()0(XXnOt l4839031M



q = aİctanh(sinB) - e arctanh(e sinB) (12)

denklemiyle gerçekleştirilir. Boylam ise coğafi ve izometrik koordinat sisteminde

aynıdır. Böylece her iki sistemde de z=x+iy ve u=q+i1 kompleks izometrik
koordinatlan elde edilir. q enleminden B enlemine dönüşüm

sinB,-, = tanh(q +e arctanh(e sinB, )) (ı3)

iterasyon işlemiyle yapılır. z ve Ç izometrik koordinatlan arasındaki dönüşüm,
enlemden meridyen yayı uzunluğunun hesabında ve ters dönüşümünde kullanılan
formüllerden yapılacaktır.

Klotz, G meridyen yayı ıızunluğunu M meridyen eğrilik yançapıyla tanımlanan

G =JMdB (ı4)

integrali iiaerinden çöziime gitıniştir. Bwada M' nin değeri yerine yazılına

G = a(l - e'Ü(l - e'sin'Bl.'2 dB (15)

elde edilir. İntegıal değeri, e2'nin kuwetlerine seri açılımla ifade edilebilir. Bunun
için

seri açılımı kullanılır. Böylece (l5)'de ki integral içindeki değer

(l_-)" = 1-(i)--()-, -(])-,-

G = 
"(ı 

_ 
"')İ ('j')u,,""'"1.,n'ro,

şeklinde yazıhr. Bu seri e'<l için yakınsaktır. ( l7) değeri (l5)'de yerine yazılırsa

(ı6)

(ı7)

26()

( ı8.)

elde edilir. Burada Jsin'" BdB 'nin değeri



dir. Bu eşitlik

G=a(ı-e,)İ(

(2k)!!
---------------ln
(2k + l )!!

(19)

(20)

(z1)

(22)

sin" 81 Q3)

(24)

(z5)

Jsın'"naı= -}sin','BcosB + 
2;: l.[sin'"'ndB

1.;nz"96r= 
(2n - l)!!(B_ sinB 

nı

ı (2n)|! cosa) "B)

şeklinde yazılır. Buıada n!! çift faktöriyel değeri

n ift say ise; n!!=n(n-2)(n-4)(n-6).....4.Z
n tek sayı ise; n!!= n(n - 2)(n - 4)(n - 6).....3.1

dir. Böylece (20) eşitliği, polinom katsayılan olarak yazılmak istenirse

(2n - l )!!
= (-ı)"

(2n)!!

(2k)!!
=(-ı)'

(2k + l)!!

çift faktöriyel değerleri kullanılarak

n-ll2 -l /2
nn

k+l/2\
k,l

l_3l
k

2\

)

ı-3l
nJ.,(

-l l2
n )t, -,,**.rŞ(-,)- (-'l')

elde edilir. Bu denklemde

(-'l')=(-'|')o,- 
"

eşitliği dikkate alınarak ve

d
-| l

n

,)

l
-3 /2

k
k, = (-l)İ

]6l



kısaltmalan kullanılırsa meridyen yayı uzunluğunun genel denklemi

c : alı - e' 1İ a|(2n + ı)e?" (B - sinB.o.BŞ k,.in'..a1i4" a, (26)

elde edilir. Burada d" ve k, katsayılan kullanımı kolaylaştırmak için Rekursion
formülleriyle

2n+l
d"-, = -d" 2n+2

l
2'

3 5
d. =-_' 16

d.
8

2k+2
kr., = k, (z7)

ifade edilir. (26) formülünü programlama açısından daha kolay ve kultanılışlı hale
getirmek için e"ye bağlı E, e've B'ye bağ|ı EB katsayısı

k k

2k+3
2 8 16=J' k': ıs' k'= ıs

lüe'1 =|e' * ff"' *İaiüzn + ı;e'"

(28)
EB(e',B)

452+-(l+-sin64, 3
]B)e' 

+ ) dİ(2n + ı)e'" I k,.in''B
3

4

tanımlanır. Aynca ekvaıorun eğriIik yarıçapı Mu=a(l-er) olarak tanımlanırsa
basitleştirilmiş meridyen yayı uzunluğu

l
G = Mo (l - E)B - Mo ; stn(2B)E s-l (29)

elde edilir. (29)'ün ters işlemi yani G' den B' nin hesabı

]6]
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iterasyon işlemiyle elde edilir (Klotz, l993).

2.2.1.1. Coğrafi Koordinatlardan Gauss-Krüg€r Koordinatlarının Hesabı

(B,L) koordinatlanndan (x,y)'in hesabı için, z=x+iy kompleks meridyen mesafesinin
hesaplanması gerekir. z'in hesabı için, B elipsoid enlemine karşılık gelen O
kompleks , 

jeodezik enleminin biIinmesi gerekir. Bilinen (B.L)'den dolayı rl-ı

olduğundan, rp'den O'ye oradan da z' e dönüşüm için

_ G .__.E,(B,.,)B . = 

- 

+ sin(2B )-''' Mo(l+ E) '' 2(|+E)
G

Bo = 0, B, = MJı _ E), Eu(Bo): E

sino,.t : tanh(!, + e arctantı(e sino,)), @o = 0

l
z = Mo(l + E)O- Mo , sin(2@)Eo(O)

tanh(o + iP) = Jsinh2o + iJsin2p

J=(cosMo+cos2P)'|

arctanh(c + ip) = 
} 

ı, $ - }"."-(, * 
----r-)

iterasyon işlemiyle tasvir denklemi elde edilir. Burada kompleks bir sayının sinüs.
tanh, aıctanh ve arcsin için

(30)

(3ı)

(32)

arcsin(cı + ip) : arcsin(U - V) + iln(U + V + (U+V)r_l)

(c+l)'+P'

(o-1)'+P'

lU=_
2

l
2

kullanılır (Klotz, l993).
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(x,y) koordinaılanndan bilinen z komplek değeri olduğundan O kompleks değerine
(29)'den ve O'den ıp'ye dönüşüm için

z E_(O .)
o,-, : ııJı * s) 

+ sin(2o,);ffi 
(33)

ıp = arctanh(sino) - e arctanh(e sino)

tasvirin genel denklemi elde edilir. ç=q+i1 kornpleks izometıik enleminden (B,L)'ye
geçilmesi gerekir. q'dan B' nin hesabı için (l3) kullanıhr (Klotz, l993).

3. SAYISAL UYGUI-AMA.

2.2.1.2. Gauss-Krüger Koordinatlarından Coğrafi Koordinatların Hesabı

Yöntemler QuickBasic 7.0 programlama dili ile programlaştınlarak her yöntem kendi
ismiyle oluşturulan alt programlarda (sub) hesaplanmıştır. Hesaplamalarda kullanılan
değerler çift incelikli (defdbl) alınarak tiim yöntemlerde aynı incelikle çalışılmıştır.
Yöntemler arasında irdeleme, (B,l)'den (x,y) hesabında ve bu hesabın ters dönüşümü
olan (x,y)'den (B,l) hesabında yapılmışhr.

(B,l)'den (x,y) hesabında; B enlemi Türkiye enlemlerinin ortalaması B=39. sabi1 bir
değer, l boylam farkı ise başlangıç meridyeninden ilibaren 30' aralıklarla l=30.
boylamına kadar değişken alındı. Böylece B ve l değerleri belliyken (x,y) değerleri
elde edildi. Hesaplanan (x,y) değerleri Çizelge 2'de gösterilmiştir.

(x,y)'den (B,l) hesabında; x değeri B:39" enlemine karşılık gelen meridyen yayı
uzunluğuna yakın sabit bir değer (x=4320000m), y değeri ise başlangıç meridyeni
üzerinden yani y=0 dan başlayarak 50km aralıklarla 2000km kadar değişken alındı.
Böylece x ve y değerleri beIliyken (B,l) değerleri elde edildi. Hesaplanan (B,l)
değerien Çizelge 3'de gösterilmiştir.

Çize|ge 2 ve Çizelge 3' de Mittermayel ve Klotz yöntemlerinin haricinde,
günümiizde kullanılan yöntemlerde (tek ve çift değişkenli kuvveı serileri )
gösterilmiştir. Böylece Mıttermayer Ve Klotz yöntemlerinin bu yöntemlerle
aralanndaki farklar çizelgelerde göstenlmiştir.
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Tiirkiye'nin batı ve doğu boylamlan arasındaki boylam farkı l=18.30' olarak
düş lnüliirse; Klotz ve Mittermayer yönlem|eri kullanıIarak ülkemiz L,, başlangıç
meridyenine göre tek bir düztem olarak elde edilebilir. UTM koordinatla.,na' lsağu,
yukan) geçmek istenirse l=l8"30'boylam farkına karşılık gelen rrb ölçek faktörünün
hesaplanması gerekir. Böylece Türkiye'de dilim dönüşümü problemi ortadan
kalkabilir ve birden fazla dilime düşen uzun prqelerde hesap yükü azaltılabilir.

Tfullv"'9: UTM sistemine geçiş için kullanı|an Gauss-Kri.iger düzlem koordinatlan
ile elipsoid coğrafi koordinatlar arasındaki dönüşüm için tek 

-ve 
çift değişkenli kuvvet

serileri yerine Mineıınayer ve Klotz yöntemleri kullanılabilir.
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