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1- GIRIS

Jeodezik aglann geometrik yapilannin beuzlsuinesi, nirengi aglannda oldugu gibi
ac1, kenar, azimut gibi degisik ol¢ii tiplerinin sayilanmn ve bunlann ag i¢indeki dagilim-
lannin, 6lgii elemanlannin dogruluklanmn saptanmas: probiemi, "Jeodezik Aglann Ta-
sanmi” ya da "Jeodezik Aglann Dizaym" olarak bilinmektedir.

Tasanm sirasinda belirlenecek, yukanda kisaca 6zetlenen parametrelerin bir kismi
ya arazi kosullan ya ekonomik kogullar, ya da elde mevcut jeodezik aletlerin 6lgii pre-
sizyonlan ile sinirlanir. Diger yonden tasarlanmasi istenen agin sinirlan verilen bir dog-
ruluga ve giivenirlilige ulagmasi da amaglanir.

Jeodezik ag bir igletmeye tasanm da bir yatinma benzetilerek, simrlamalar i¢inde
kalinmak kosulu ile amaci gergeklestirmek iizere tasanm sirasinda elde bulunan arac,
malzeme, para, iggiicii ve zamanin optimal olarak kullanilmasi, tasannm probleminin ma-
tematiksel optimizasyona konu edilmesiyle miimkiin olur. Jeodezik aglann datum, geo-
metrik yapi, 6l¢ii dogruluklan gibi tasanm parametrelerinin belli kisitlamalara ve amag
fonksiyonuna gore matematiksel optimizasyon yontemleriyle belirlenmesi "Jeodezik
Aglann Optimizasyonu" adin almaktadir (Ayan 1981).

Jeodezik aflarda presizyonun yiikseltilmesi amacina yonelik olarak ain geometrik
yapisi sonucu iizerindeki galigmalar yeni degildir. (Schreiber (1882), Jordan (1888) jeo-
dezik aglarda en uygun agirhk dagiimim, Helmert (1868) ekonomi sorununu aragtir-
miglardir. Ancak analitik ¢oziimler ¢ok kapsamh hesaplamalan gerektirdiginden, aragtir-
malar baz biiyiitme aglan gibi siirli bir alanda kalmigtir. Bilgisayar tekniklerindeki gelis-
melerin sagladifi olanakla, niimerik metametik ve matematiksel optimizasyon yéntem-
lerindeki geligsmelere paralel olarak jeodezik operasyonlann optimizasyonu, 1960’ yil-
larda yeniden giindeme gelmis ve giiniimiize kadar énemli gelismeler gostermistir.

2- II1. DERECE OPTIMIZASYON PROBLEMININ TANIMI

Jeodezik aglann tasanmi probleminde bazi tasanm parametreleri verilerek, bazi
parametrelerin belirlenmesi istenebilir. Ornegin agdaki en biiyiik degerdeki karesel orta-
lama nokta konum hatas 1n en kiigiik olmasi istensin (amag fonksiyonu). Bu
ag icin ongoriilen para dlgiilerin belli sayida tekrarina yeterli ise yani eldeki para ile agda
k sayida dizi a1 6lgmesi gergeklestirilebilecekse, ag1 Slgmelerinde her bir noktadaki dizi
sayis1 (Olgii agirliklan)min ne olmasi gerektigi bir optimizasyon problemidir ve matema-
tiksel olarak

Z= MP — min
max

Zp, = @1)

p;=o0
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olarak ifade edilir. Bu optimizasyon probleminde agin datumu ve geometrik yapisi el
kabul edilmekte yalnizca, amag¢ fonksiyonunu gergeklestirecek olgii agirhiklarinin beiir-
lenmesi istenmektedir. Optimizasyon problemi bu drnektekinin tersine amag fonksiyo-
nu paranietreleri ile kisitlamalann parametréleri yer degistirerek de ortaya konabilirdi.
Bu durumda optimizasyon problemi

Z = Zp;-—> min

M =t (2.2
Pmax

P; Zo0

olurdu. Optimizasyonun 2.1 sekli ile belli bir maliyet icin en presizyonlu ag, 2.2 seklin-
de ise belli bir presizyon igin en ekonomik ag aranmaktadir. Her iki durumda da belir-
lenmesi gereken tasarim parametresi Ol¢ii tekrarlama sayilan ile ifade edilen olcii aZirlik-
landir.

Grafarend (1979)'e gore jeodezik aglarda optimizasyon problemi, belirlenmesi ge-
reken tasanm parametrelerine gore dort gruba aynlmaktadir.

Ag noktalannin koordinatlan veya bunlarnn fonksiyonuna iliskin deger yargilann-
dan tiiretilecek bir amag fonksiyonunun gergeklesmesi i¢in, agin datumunun nasil be-
lirlenmesi gerektigi sorusu 0. derece optimizasyon adim alir. Problemin bu seklinde dlgii
agirliklan ile agin geometrik yapisi agin verileridir ve problem iginde degismez. 1. dere-
ce optimizasyonda agin datumu ve ol¢ii agirhiklan sabit tutularak amag fonksiyonunu
gerceklestirecek geometrik yapimin belirlenmesi istenir; diger bir anlatimla problemin
bilinmeyeni dizayn matrisi adi da verilen diizeltme denklemleri katsavilar matrisidir. i
¢l agirhiklannin optimal dagilimi problemi ise II. derece optimizasyon adini almaktadir.
Kisitlamalara gore ya presizyon optimizasyonu ya da maliyet optimizasyonu olarak orta-
ya gikabilir.

Belli amaclara uygun olmayan bir agin yeniden ortaya konan bir amag fonksiyo-
nunu saglayacak bigimde geligtirilmesi, yani agin iyilestirilmesi problemine ise III. dere-
ce optimizasyon denilmektedir. Bu optimizasyon tiiriinde tasanm parametrelerinin bazi-
lan kismen belirsizdir. Buna gore III. derece optimizasyon problemi

a) Agin geometrik yapisi aga yeni olgiiler katilarak degistirilir. Problemin hangi
olgiilerin aga katilmas: gerektigini bulmaktir. (Olgii plammn optimal hale getirilmesi.)
Bu durumda belirlenmesi istenen tasarim parametresi A dizayn matrisinin bir kismudir
(Sekil 2.1).

b) Agin geometrik yapisi agin yeni noktalar katilarak degistirilebilir. Bu durumda
problem apa katilacak noktalarin yerlerinin belirlenmesidir. Bu durumda da belirlenmesi
istenen tasarnim parametresi A dizayn matrisinin bir kism (Sekil 2.2) ile X bilinmeyenler
vektoriidiir.

536



Sekil 2.1- Bir agin ek dlgiilerle veya ek noktalarla geligtirilmesi

c) Agin geometrik yapisi hem ek noktalar hem de ek olgiilerle degistirilebilir, yani
(a) ve (b) birlikte diisiiniilebilir.

d) Aga eklenecek olgiillerin hangi presizyonda yapilmas: gerektigi araniyorsa, hem
sekil hem de agirlik optimizasyonu birlikte diigiiniilebilir (Ayan 1985). Bu durumda op-
timizasyon probleminin ¢oziimii agamal: olarak gerceklestirilir.

3- III. DERECE OPTIMIZASYONUN COZUM YONTEMLERI
3.1- Simiilasyon Yontemleri

Ucilincii derece optimizasyon hem gekil hem de agirlik optimizasyonu (I. ve II. de-
rece optimizasyon) problemlerini kismen veya her ikisinden de birer kisim birlikte iger-
diginden birinci ve ikinci derece optimizasyon igin onerilen ¢oziim yontemleri III. dere-
ce optimizasyon igin de gegerli olmaktadir. Bu nedenle jeodezik aglann tasanm sirasin-
da ¢ok stk bagvurulan ve ¢ofunlukla skaler amag¢ fonksiyonlannin s6z konusu olmasi
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durumunda kullanilan simiilasyon yéntemleri nirengi aglannin geligtirilmesinde de kulla-
nilabilir.

Bu yontemde agda uygulanmasi miimkiin olabilecek tiim olgillerden olugan bir 5l-
Gii planindan hareket edilir. Olgiiler sira ile teker teker 6l¢ii planindan ¢ikanlarak her de-
fasinda terkedilen olgiiniin amag fonksiyonuna etkisi hesaplamir. Biitiin Slciilerin birer
kez Glgii planindan ¢ikanlmasi sonucunda amag fonksiyonuna en az etkiyen, omegin
kendisinin dlgii planindan gikanlmasiyla en az presizyon kaybi meydana gelecek- dlcii
planindan kesin olarak ¢ikanlir. Boylece agda bir 6lgii azaltilmis diger bir anlatimla ag
bir Sl¢ii indirgenmis olur. Aym sekilde indirgemeye devam edilerek amag fonksiyonu
igin siur degere yaklagilir. Problemin aym yontemle ¢oziimii icin tersine bir yol da izle-
nebilir, yani dlgiilerin teker teker ¢ikanlmas: yerine bir temel sekilden hareket edilerek,
amag fonksiyonunu gergeklestirme dogrultusunda katkisi en gok olan dlgiiden baglaya-
rak, amag fonksiyonu gerceklesinceye kadar, dl¢iilerin teker teker ol¢ii planina katilma-
yolu izlenebilir. Jeodezik aflann tasarimi igin yazilmig programlar da vardir. Conzett
(1981) tarafindan yazilan INTRA program sistemi ile Mepham (1984) tarafindan gelisti-
rilen CANDSN (Computer Aided Network DeSigN) ile Griindig ve Bahndort (1984) tara-
findan gelistirilen amag fonksiyonlan icinde giivenirlilik olgiitlerinin de yer aldi prog-
ram sistemi OPTUN bu alandaki ¢aliymalara 6rnek gosterilebilir.

Ag tasanm igin yukanda agiklanan yontemde, her bir ol¢iiniin aga eklenmesin-
den, ya da ¢ikanlmasindan sonra hesabin yenilenmesi, uzun bilgisayar zamanina gereksi-
nim gostermektedir. Oysa III. derece optimizasyonda agin bir kism1 meveut oldugun-

dan, hesap hacmini kiigiiltecek dnlemler alinabilir. Bunun icin ag eski ve yeni dl¢iiler ol-
mak iizere iki kisimda diisiiniiliir. Aga yeni eklenecek noktalann koordinat bilinmeyenle-
ri X3 (n3 sayida) agda eskiden mevcut olan ve fakat yeni noktalarla baglantih olmayan
noktalanna iliskin koordinat bilinmeyenleri x; (n, sayida) ve eski agin yeni noktalarla
baglantisini saglayan noktalanna iligkin koordinat bilinmeyenleri x, (n, sayida) gosteri-
lirse, 1, afin eskiden mevcut dlgiileri (m, sayida) 1, de aga eklenen yeni dlgiileri (m, sa-
yida) gostermek iizere, agin eski ve yeni Slgiilerle birlikte dengelenmesi icin fonksiyonel
modeli

Lty =Ank + Az +0x;

(31.1)
b +3¥, =0x; + AnX; + Anxs
ve sotokastik modeli
2y 0
P= (31.2)
0 P2
olur. Buradan elde edilecek normal denklemler katsayilar matrisi
An By A Au Py Az 0
N= AP An AP An +An P An An P Axn
9 An Py Axp Ax Py Axs
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olur. A§ indirgemesinin her agamasinda N matrisinin inversiyonu yerine, N matrisi

Ni Niz

NT N2z

- 12

E_:

seklinde alt matrisler halinde diisiiniilerek,

AH El _éu All 21 .éu

Nu =
APy Ay AP A tAnP; An
0

N2 = ; N =AnP; An
Axn Pr Ax

olmak iizere, Ny; de
AnPr Ay An P Ap 0 0
Ny =N; +AN, = + (314)

ApPi Ay AP A 0 AnP Axn

iki matris toplam sekline getirilebilir. 31.4'lin sag tarafindaki birinci terim, eski ag nok-
talannin eski ag olgiileriyle ve bunlann agirhklan ile dengelemesinde elde edilen normal
denklem katsayilar matrisidir.

ANi=B'P:B 5 B=[0 ! An]
ile
Niuy =N; +B'P:B

ve Ny, in Cayley inversi dnceden bilinen N, matrisi yardimiyla

N\ =N'-N'B' (&' BN, B)" BN}' (315)

-—11

olarak hesaplanabilir (Illner 1986). Buradan tiim normal denklem katsayilar matrisi N
in inversi ise Wolf (1975, s. 300)'a gore
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Nn Niz | ! On Q2

Nis N2, Q12 Q2

Q2 =(N22 —Ni; N} N,)™

Qi =N} + N} Ni2 Q22 Nia N}

(31.6)
2 ="N NiQxn
Q12 =—Qxn Ni; N
olacagindan N = Ny; olur. Aga bir tek olgii eklendigi varsayiiirsa bu durumda
Ny=N;+ Ny= N; + b pob’
ile
- 1 r:
M =N +b'N'b)? BN (31.7)
Ea RSP

elde edilecektir. 31.7 bagintisi aga oOlgiilerin teker teker eklenmesi sirasinda kullanilabile-
cek bir bagintidir. Agdan olgiiler teker teker gikarnlarak her defasinda invers hesaplan-
masi gerektiginde (ag indirgemesi) E’l‘ den __Iﬂ'l" in hesaplanmasi s6z konusu olur. Bunun
icin de

i 1 l
i =N, +N. B'(g BN, B)Y'BN (31.8)
ve A,3 =0 olmasi durumunda da
N o N1bb' N (31.9)
- —11 P2 B'_ulh -11 —-11

bagmtilan verilmektedir (Illner 1986).

31.1 esitliklerinden baslayarak yukanda agiklanan ydéntemde agin eski noktalan
min hem koordinatlan hem de dogruluk olgiitleri degistigi icin, dinamik ag kavramindan
esinlenilerek yontem III. derece optimizasyonun dinamik modeli olarak adlandinlmstir.
Buna karsilik agda eski noktalarnin koordinatlan degismez alinirsa yani tasanm yalmzca
ag siklagtirmasindan ibaret ise, baglantili ag dengelemesi ard arda uygulanacak demektir.
Bu durumda da III. derece optimizasyonun hiyerarsik modelinden soz edilmektedir (IlI-
ner, 1986).
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3.2- Olgiit Matrisleriyle III. Derece Optimizasyon

Olgiit matrisleri ile optimizasyon denilince daha ¢ok ikinci derece optimizasyon
akla gelmektedir. Ancak olgii agirhklanna kisitlama koymadan gergeklestirilecek ikinci
derece optimizasyondan elde edilecek olgii agirliklan incelenerek sifira yakin agirhikh 6l-
giilerin terkedilmesiyle optimal 6l¢ii plaminin saglanmasi da miimkiin olmaktadir (Sch-
mitt 1979). Bu nedenle 6lgiit matrisleri ile optimizasyon hem birinci hem de ikinci de-
rece i¢in kullanilabilen etkin bir yontemdir.

Olgiit matrisleriyle optimizasyonun dayandif: ana fikir asagidaki gibi agiklanabi-
lir. Tasarlanacak agin varyans-kovaryans matrisinin ideal bir matrise yaklagmasi istene-
bilir. Bu ideal matris agdaki bilinmeyenlerin (koordinatlar, yiikseklikler... gibi) ve/veya
bunlann fonksiyonlannin hata iligkilerini karakterize eder ve bu matrisin elemanlan bi-
linmeyenler arasinda istatistik anlamda korelasyonu temsil eder.

Normal denklemler matrisi, 6l¢iit matrisinin inversine esit yazilarak

A'PA=Q) (32.1)

ifadesinden, olgii agirliklan igin
(A'0A)p=q (32.2)
denklemi elde edilir; burada p 32.1'deki gibi bir kdsegen matris degil, bir vektordiir; keza
q = vec @;(
gegerlidir. 32.2'den p nin ¢oziimii (A' ®A’') khatri-Rao carpiminin satir sayisina bagh ol-

makla birlikte, serbest aglarda bu satir sayisinin p bilinmeyenleri sayisindan daha g¢ok ol-
dugu soylenebilir. Boylece en kiigiik kareler ¢ozimii i¢in

(A'@A')p=q+r

r' r=min
ile

(404 (A'0A") p— (A" @A) g =0 (323)
olur ve Khatri-Rao ¢arpimlannin ¢arpimi yerine Hadamart ¢arpimi konarak 32.3 esitligi

(AA'* AA')p—(A'0A") g =0 (324)
elde edilir (Miiller-Schmitt 1985). Dizayn matrisi A 31.1'e uygun olarak alt matrislere
aynlirsa, ¢oziilmesi gereken denklem sistemi

él _131' * él _&i All 5’22 * éu _AZZ_ ‘__El (_(éll 0__%'1 )'3112
| - =0

An Ala *An Aln Ay A) * A A

B=J (A2 0A2)' g9 3
- L

(32.5)
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olur; burada

A A 0
A =11, 0] =[Agr , Ar]

) -
(=]
lo

o
b=
S
1>
)
K=]
|lo

)
1>
I
<
o
i
=)
l—
lo

A, =[0,]1] =[Az , Axs]

anlaminda olup,

31[2=vecg;lz=[[l:0] Q@[ :0]] 1.fec(_}_"1‘.’2,,3

32!3=vec9_3/3=[[1 0]8[I : 0]]vec 9+1f2/3

dir,
Eger aga yeni nokta katilmadan, ag ek olgiilerle iyilestirilecekse 32.5 ifadesinde
Aj; =0 ve bununla da A; = Ay, olur.

Yukanda agiklanan olgiit matrisleriyle iigiincii derece optimizasyonda sonug ola-
rak elde edilen agirlik bilinmeyenleri hem eski aga ait olgiilere, hem de ek olgiilere ilis-
kin agiriklardir, yani eski olgiiler igin de yeni agirliklar hesaplanmigtir. Bu nedenle izle-
nen hesap yolu, dinamik ag kavramina benzetilerek "dinamik model"” olarak adlandinl-
mugtir. Buna karsihk optimizasyon problemi ileri siiriilirken agin eski ol¢iilerine iligkin
agirhklannin degigsmemesi istenebilir. Bu durumda &lgiit matrisleriyle III. derece optimi-
zasyonun “statik model"inden soz edilir. Problemin bu sekliyle ¢oziimii icin izlenecek
yol, 32.2 sistemine p, agirhk matrisinin degismeyecegini ifade eden kogullann eklenme-
sidir. Meveut Slciilerin agirliklan p, ile gosterilirse matematik model

[1:0]p=p,

olur. Buradan p, bilinmeyenine gore
(A2 Ap) * A2Az) p2 — (A3 e A2) 32!3 +(AnzAp *f_\zzé'lz)_r_’l =0
(32.7)

matris denklemi elde edilir (Illner 1986).
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4- SONUC

Eskiden kurulmug, giiniimiiz gereksinimlerine cevap vermeyen jeodezik aglann iyi-
legtirilmesi ve ag siklagtirma probleminde presizyon artinei 6nlemler icin iki yol vardir.
Bunlardan biri simiilasyon yontemleri, digeri ise analitik ¢oziimdiir. Her iki yontemde de
3. derece optimizasyon problemine 6zgii 6zel durumlar vardir. Bu 6zel durumlar goz
oniine alindiginda hesap iglemleri oldukca azalmaktadir. Yukarida hem ¢oziim yontem-
leri tamtilmakta, hem de baz1 6zel durumlara isaret edilmektedir.
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Ek 1:Metinde gegen bazi matris ¢arpimlannin bir 6rekle agikianmas

a;; ap a by bz bys
A= B= |by; byy by
a3 axp a, b3 b3y bsxs  ba 33

Kronoker ¢arpimi "@"

anB  apB  a;B

(A@B)=
a; B B B
n b a22b a3 B 6.9
Khatri-Rao ¢arpimi "0"
R T - )i B=[bi, by cns byl
_A_GE:[Elebl,ﬁzebg, ....... akebk]
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~ .
( [bu [ b2) bys
AOB=| ay b2 a2 bz a3 ba
by b bas)
A - “
N " Y r
by by bis
az; |by a2 | baa| axs | bas
b3, bs; bs3
S ) ~ ] 6

Hadamart ¢arpimi: " "

Esit boyutlu matrislerin Hadamart ¢arpimi miimkiin olur.

a;;  ap ag by bz by
é = E =
a1 8y A ba; by by
23 2,3
a;; by a3 by, a3 bya
A*xB=

ay by az by a3 by

23
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