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özET

sayüsal Yükseklik Modellerinin parça parça sürekli yüzeylerle ent€rpolasyonu
19?ı'delü beri kulianllmaktadır. Matematik yüzey, yerel olarak geçerli ve diizgün olarak
birleşen çok saylda aynı cins yüzey fonksiyonlarından o|uşmuştur. Bu bildiri, düzgün
olarak bideştiİilen yer€l bılineer yüzey parçaları ile enterpolasyonu tanlmlamaktadlr.
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The interpolation of the Digita| Elevation Models by the piecewise continuous
surfaces has been used since 19?1. The mathematical surface model consists of a large
family of locally valid, smoothly joining surface functions. This papeİ describ€s the
interpolation by th€ local piecewise bilinear surface§ which ar€ smoothly jointed.



ı. ciRiŞ

Paİça parça polinomlardan oluşturulan bir yüzeyde parçalarln sınırlarl boyunca
polinomun derecesinin bir eksik deİece§inde siireklilik sağlanabilir ve böylece düzgiin bir
yüzey elde edilebilir. Jeodezi ve Fotogrametri alaİtnda parça parça polinomlarla enter-

pola§yon konusu ilk lez Bosman, Eckhart, Kubik taİafindan araştlİılmış ve rasgele da-

ğllmış örn€kl€me noktalarüna dayanarak yüzeyi analitik oıarak göstermek için farklı mo,

düllerden oluşan "Delft" adlü bir yazlıtm Paketi geliştiİilmiştir (Bosman, Eckhart, Kubik,
19?1). Düzgün yüzey oluşturulması için H. sİinkel bikübik temel splaynlardan yaraİlan,

mış ve "G§PP (ceodetic science Plotting Package)" yazılım paketi oluşturulmuştur
($inkel, 1980' Münih Teknik üniversitesinden H. Ebner ve çalışma arkadaşlaİl temel

splaynlardan yüzey oluştuıma konusunu sonlu elemanlar yöntemin€ uyaılamüş ve "Hl!-l
(ı{eight Interpolation by Finite El€ments)" yaztllm paketini Carl Zei§ firmasl adına ge,

liştirmişlerdir ( Ebner, Hofmann, Reiss, st€idleİ, 1980).
Bu bildiİide, t€melde özdeş olan bu üç ayrı yaklaşlmla verilen bilineeİ yüzey par,

çalaİı ile yüzey oluştuİma konusu kuramın ayrıntılaırına girmeden açıklanmaya çallşıla-
caktır.

2. LiNEER ENTljRİoLAsYoN
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matri§ eşitliği sözkonusudur. Burada ai katsayılan,

;]tll
eşitliği ile elde edilebilir. Burada,
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biçimindedir.

Butada ai kalsayılaİı,

ao =hı
aı =[(y2 -y3)h1 * y3h - y2h3|/ (xzyı -xıyz),
a2 =[(x3 -x2)h1 -x3h2 * x2h3]/ (xzya -xıyz)

olarak elde ediliI. Böylece diizlemin eşittiği,

t
h=hı *-

x2y3 - x3y2

oiur. (6) eşitliği yeniden dı9enlenirse,

f ''r, 
- rrrn, * y3h2 - y2h3]x

* [(x3 -x2)h1 -x3lı, + xrn3]v}

(7)

elde edilir. Bursda hi'in katsayııanna ağırlık fonksiyonlan olaıak bakılabilir. Böylelikıe
y€rel köordinat si§teminde koordinatlan x, y olan ve bu düzlem üzerinde bulunan biİ
noktanın yükseklıği,

w,(x, v)h, (8)

1

x2y3 - xry2
fl(rrr, -*rrr) + (y2 -y3)x + (x3 -x2)y]hı1l

+\(y3x - x3y)h2 + (xry - yrx)hJ

3
h=E

=ı
ile bulunabilir. wi(x, y) 8ğıİılk fonksiyonıan,
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wı(x, y) = [(x2y3 -xıYz) * (yı -yı)x + (x. - x2)] / (xzyı - xıyu ),

w2(x, y) = (y3x -xıy)/(xzyı - xıyz ),

ıi,3(x, y) = (x2 y - y2x)/(x2 y3 - xry2 )

iıe beıirlidir.

3. B|IINEER ENTERPoLASYoN
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Bilineeı yüzeye parabolik hiperboloid de deniİ ve bu yüzey, başlangıcı i, j olan
noİmlanduıimış yerel biİ kooİdinat si§teminde,

h = a9 4 alx }azy * aıxy (ı0)

eşitliği ile belirlidir. Şekit 2, kaIe biçiminde dizilmiş dört noktanln oluşturduğu bilineer
yüzeyi göstermektedit. Buİada kooİdinat sistemi kaİe uzunluğu ile normlandırılmış ve
i, j no.1u noktanın bulunduğu konum yerel koordinat sisteminin başlangıcı olarak ahn-
mlştlİ. Dört köşe noktasının yükseklikleri,
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matris gösterimi il€ elde edilebilir. a*(k = 0, 1, 2,3) katsayl|arı,
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ile elde edilir. Burada,

1000
-ı 0 1 0

-ı 1 0 0

ı -1 _1 -1
ile beliİlidir. gi?İm yapdıİsa, t (k = 0, ı, 2, 3) tıtssyıısn,

80 = hij,
ı,=hi+jj-hij,
a, = hij+ ı -hij,
83 =hlj + hi+ıl*ı - hil+ı - hi*ı;

olarak elde edilir. Bu durumd8 bilineeİ yüzey paİç8slnın eşitliği,

h = h,,1 + (hi*, 
1 - hij)x + (hij+ ı -hij)y

*(hij *hırı j*ı - hi;*ı _-hl-,1;)xY

biçiminde eıde edilir. (15) eşitliği yeniden düzenlenirse,

100
10l
110
ı11

h=(ı_xXl-y)h1;+x(l-y)h.t, .+v(l-x)h,r*, *xYhi+ıj+ı (16)

eşitliği bulunuİ. (16) eşitliğinde h'lı terimlerin katsayıı8n ağırıtk kıtsıyün gibi ıİınuss.

i+ ı i+ı
n==İ ;j wı; (x,v)h,.i (1?)

olur. Buİ8da 8ğtrıık fonksiyonıan,

w1; (l.z

w1; (x,v)@

(13)

(14)

(15)

( 18)

wij (x,y) = (r - xxl - y),

Ü,r* , 
(x, v) = v(1 - x),

wlt,l(x, v) = x(l - v),

wl* r 1*, 
(x, y) : xy

iıe b€lirıidiı.
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4. PARÇA PARÇA BİÜNEER YÜZEYLERLE ENTERPOLASYON

x (i)
ı.2, j-' i12,j lı2,Jr.ı

l+l, j.ı trı,j
P,l

ıİ?
9ti

ilı,jl ı

l,iü .,j ln <,Jı2

.r4i.)

i,t İ,z
*k
yk

:(xr-x,)/d
= (yk - yj)/d

1,2,... (n - 1)

t
d

{

i = 1, 2,..., (m - 1)

l,ı- (ı,J 1-1, jıı ntjı2+yuJ
Ş.kil 3

Şekil 3'te görülen ve sayısat yükseklik modeli için enteİpola§yonu istenen kare

grid ağına ait noktalann yükseklikleri bilinm€yenler olaİak tanrmlanır, Bu grid noktaları-

İn yUİseklikleri, 8Iazide rasgele dağılmış otarak ölçülen örnekleme noktalarıntn hk yük-

seklikleri ve enterpoıasyon yüzeyinin genel bir eğilik minimdzasyonu il€ elde edilir. Bu

pİobı€m bit dolayh öıçül€r dengelemesi otaİak yorumlanabiıil ve en küçük kareler yön,

t€mi kullanılaİ8k çözülebiliİ.
Ptk ömekıem€ nokta§ının yükseküği, çevİe§indeki döİt adet bilinmeyen grid nok-

ta§nrn ^yük§€kliklerinin (16) eşitliği biçiminde bir fonkiyonudur, Koordinatlart xk, yk

olın bir Pr1 ömekleme noktasının başlangcı i,.i noktasında bulunan kare gİidindeki

xk, yk norml8nduılm§ koordinıtlaİı,
xk = (xk -xi)/d,
yk=(yk-y,)/d,

d=xi+ı -xi=Yl+ı -Y1, (19)

i = 1,2,..., (n - 1), j = 1,2,..., (m - 1)

iıe belirıi is€, (16) eşitliğinde y ve x yerine normlandullmış yeİel koordinatlan yazmak
gerekiİ. Böylece normlandınlmış yeıel koordinatlaİı xL, yk ve yüksekliği hk olan Prk öİ-
nekleme nokta§l, hi_i, hi_i* r, hi* ı ^ 

bi+ 
t _i+ l bilinmey'ğnlerini içeren bit düzeltme denk-

I€mini oluşturur. Ka'tsayİlar x* ve y*'nın lineer fonksiyonlar!dır. Prk örnekleme noktala.
tın8 ilişkin diizeltm€ denklemleri,

vr, = (l -xlXl -yk)hij+xk(l-yk)hi+ı j +yk(l -xk}hij*, **tYkhi, ı 1+ ı - hk

k = 1, 2, ..., q

i = 1, 2, ..., (n; 1)

j=1,2,...,(m-1)
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biçimindedir. Burıda q örnekleme noktıl8İının sıyısı; n, x ek§eni yöni.ind€ki yönündeki
grid çizgi§i s8yı5ı; m, y ek§eni yönündeki grid çizgisi say!§ıdır. Bütün önekleme noktalan
için içindeki bulundukl8n kare grid başlangıcını göre notmıandırılmış yerel koordinatl8-
rı ile (20) eşitliği biçiminde düzItme denklemleri yazılır. (20) biçimind€ki bütiin denk-

lemlere hk gözlemlerinin doğruluğuna ve isteniıen fiıtreleme uiyüklüğiine bağlt olsrak
8ğırltklar v€ril€ biliİ.

Parça parça biline€r yüzeylerle oıuştutulEn yüzeyde eğrilik minimiza§yonu, enteİ-
polasyon yüzeyinin bütiin ikinci tiirevletinin sıfıt olması nedeniyle tam oıarak gerçekleş-

tiriı€mez. Bunun yerine yük§€klikıerin ikinci f8İkıan kuılanılır. Herbir i, j grid noktası
için x ve y doğrultulannda yüksekliklerin ikinci faıklaıına ilişkin,

v"r,1; : h,.11 - 2hij +hı*ı j -0
i: 2,3,..., (n - 1);j = 1,2,..., m

v . , = h. . - - 2h. . + h. . _-0,cyJJ ıJ-r ıJ l,r+ r

i : l, 2, ..., n; j : 2, 3, ..., (ın - 1)

(2l\

biçiminde düeltme denkleml€ri oluşturuıur. Bu düzeltme denkleml€ri imge§el denklem-

ler olup, parça paİç8 bilineer yüzeylerden oluş8n tiim yiizeyi düzgiinleştirmeye yönelik-

tir. En basit yol, homojen ve izotrop bir alan olan biİ 8Iazi için bütiin bu imges€l düzelt-

me denklemlerini eşit doğİulukta ve korelasyonsuz olaİak gerçekleştirmektir.
(20) ve (21) eşitıikleİi biçimindeki düzeItme denklemleri elde edildikten sonra, bu

düeltme denklemterinden normal denklernler §i§temi oluşturulur. Normal denklemler
sistemi indirgenerek glid noktalaİlna ait yük§€klikleİ elde edilir.

Bu yönt€mde ıstenirse arazid€ ölçiilrrİiş kmk çizgiler de dikkate alın8bilir. Bunun
için üneeİ yüzeyleİle bilineer yüzeyleri birleştirerek kullsnmak ger€kir.

5. öRNEK IJYGULAMALAR
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Şeki| 4 enterpolasyon yaptl8cak grid ağını ve bu gİid ağlnda ra§gel€ dağılmış ör.
nekleme noktalannl gösteİmektedir. Burada 1,2,..., 8,9 numaralı nokt8lar yüks€klikl€ri
enteİpole edilecek grid nokt8landır. 10, 11,..., 12, 13 numarah noktal8r enterpola§yon_
da kullanılacak örnekleme noktalan oıup, bunlann koordinat ve yük§€klikleri tıbIo 1'de
verilmiştir. Biİim k8İe kenarl uzunluğu 5 metrediİ.

No. y h
1o0ı . 0o 16.25

11 1009. o0 2004.00 1/ı. 5 0
L2 1004. 00 2009. 00 1 .70
r3 } 009. 00 2009. o0 ].6. 85ı4 1005. 5 0 2oo2.5o 13. 80
15 1006.5o 2000.50 ı5.60
],5 2006. o0 ].6. o510 .50

Tabıo l : tjm.İlcmc noktatannın
kooİdinat vc yük§.kliklcri

No. y- 1 000
6

İ_ 2000_5- h

o,2 o.2 16. ?5tı 1.8 0.8 t4.50
I2 0.8 ı.8 ır.70
ı3 1.8 1.8 15. 8,
14 I.ı 0.5 }3.80
15 r.3 0.ı ı5.60ı5 o.1 l.? ı6.05

Tülo 2: Normlandınlm§
koordin tteı

x v€ y doğİultulsrında her bir gİid nokta§l için eğrilik minimizasyonunu gerçekleştiİ-
mek.için (21) eşitliği biçiminde yazı§8ı imgesel dıızeltme denklemlea ile her bir p .
öuıekleme nokta§ına ait (2O) eşitliği biçimindeki düzeltme denklemle.l t"Ul. S a" gLI
İtilmektadir. Bu diizeltme denklemlerinden oluşturulen normat denklemler sistemi ve
çözüm vektöİü tıbıo 4'te veritmiştir. Şekil 5 bu entarpolasyon sonucu oluşan yüeyigiistetmektedir. Bu yüzey üzerinde herhEngi bL P, noktası içinde bulunduğu gridin kö.
şe noktalanndan y8İadanarak (12) ve (10) bağıntilan ile bulun8biliİ. cirİüldüğü gibi yü_zey parçalütn biİıeşme yeİlerinde belırgin bir kıİılillk içermeden diizgün biİ biçimdeoluşmuştur.
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l .l1,lt, :i: lıl/.lı,ıt. ,l.,tu..,,ılcIi

|'nln., .ı: Nt,r,,ı.,l .l.,ılklıılcı

h1 h2 h, h5 h5 h? h8 h9
t

^
],

2.4ı -ı.90 ]. oo _ı.90 0. o3 o.00 ı. o0 0. oo o.0o ıo. ao
5.6, -ı. a0 o. o] -L.71 o.07 o.0o ı.0o o.0o 19.22

0.0o 0. 07 -]..89 0. o0 0.0o 0. o0 1 .22
,.r5 _1.93 ı. oo -]..86 o. 04 0. 00 1,1. 78

g.27 -]..87 0. oil -ı.89 o. 03 ı1. 74

5,11 o.0o o. o] -ı.90 13.ı,
2. 06 _1.89 ].. 00 5.40

5,11 -]..90 ı]. 07

2.41 ıo.78
(:iıziiİl \1.t l;ıii

h2 h4 h, b5 n7 }ıg n9

ı6.7] ı4.95 1].21 L5.95 ır. ı3 ı5.05 ı 7. o,1

h1 h2 h3 h4 h6, h7 h6 h9 1

ı, 2,3 1 -2 ı o
1 -2 1

7,8,9 1 -2 ı 0

],, 4, 7 ]. 1 0
2,5, B 1 1
],5,g t -2 ı 0
t0 0.64 0. ı6 0. ].5 o.04
].ı o. 04 o.15 o.61
|2 o. oiı 0.t5 0.r5 1r. 70
ı] 0. ı6 0.64 L6.85
ı4 o. 05 0.1, o. 05 ı3.80

o.63 o.27 0. 07 o.0] ır. 60
16 o,72 o. o8 0. ıa 0. 02 ı6.0,

I
I
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şıkil 5

Eğer 8r8zidgki kırık çizgiıerin de beliİlenme§i ist€nirs€ bu çizgilerin önceden tanı_
tııması ve bu çizgiıetin grid kenarl8nnı kestiği noktalaİın belirlenip, lin€er v€ biline€İ
enterpoIa§yonun bitleştiri|eİek yüzeyin oluşturulma§ı geİekiİ.

Şekil 6'da 15, 15 ve 16 numaralı ömekleme noktal8İt aİazideki kıİtklığı gösteren
çizgiyi oluştuİmsktadrr. 10, 11, 12, 13 numaıalı noktalaİ ise bu çizginin grid kenarla-
nnı ke§tiği noktdan göstermektedir. 1?, 18, 19, 20, 21 numaİalı noktaiar i§€ hiçbir
özeılik taşımay8n örnekleme noktalarıdıİ, örnekleme noktalaİının normlanduılmış ko-
ordinatlan ve yükseklikleri ile arazideki kırıkllğl gösteİen çizginin gİid kenatl8İını kestiği
noktatann normlandırılmış koordinatlaİı tablo 5'te veriımiştiİ.

6x

2 010 ?

20o5

2 ooo

q,
9

0
-a ıa

,

yo rrt oEE
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ı8
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|7d" ı 21 '.-
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No.
y-1ooo

5

x- 2o00
5

h

10 2.0o o.35
11 I. 00 0.69
I2 0.84 1. 00
t] 0.31 2. oo
14 ?.)o 0.]0 L6.2,
15 1.r0 0.5o t4.50
15 o.20 2, ?o ı5.70
17 0.20 0.20 t5.85
18 1. 80 0.80 15.50
19 0.80 1. 80 15. 05
2o ı. 80 1. 80 12.10
2L 1.]o 0. 10 l3. 80
22 0.1o 1.20 19. 90

Tablo 5:Normlandınlnış koordinatlar

Eğritik minimizasyonu için biİ j rıoı(ta§ında herhangi biİ çizgi için oluşturul8c8k imge§€I

düzeltme denklemleri,

1111v ... =-h._(-+- )h +- hk:0'c,UK ,U ' 
'sij ,,ik ' 'jr 

-
biçimindedir. Burada sii, i ve j nokta|ani sik,
yatay uzunluktur. üçgeh elemanlaıda bir P.1
denklemleti (6) bağıntılanna göre,

j ve k nokta]art aıasındıki normlandrılmtş
öİnekleme nokta§t için yazılacak diizeltme

6.6
ı

,.2,
ı

-5.ı
ır.ıııı2 -1.12

1

19
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Tülo 7: Norınıl Dcnklcmıcr

hı h2 h6 hıı üıa \]
2.6ı ı.@ -2,0( 0.ı2 ı ?.6a

-ı.a, 0. ı0 a.ıı
1.r7

|.56 o.ı 5

-1.a1 -a.22 o.07 -ır.6t _.r.]ı 0.6,
7.39 _]. a2 6.4 lı.9€

7.71 -2.rI
',2J

-r. a2 lı.a9
a.aı ı.ra t.a, ı0.,B

22.a1 5.|2 -ıı.12 2.ğ,
96.6: -r2.J, z.r' -6ı. 7ı ı. ro

62.20 -?.aC |r.r, ,.3{ a.13
,o.?5 .2r.Ia 6.9a

ı1.62 ,,62 ı2.ıo
,6.9a 20.ıı

20.21 1r.90Çözüm vcktöİü

2 n, to lh, \z \ı \ı -16
ı6.60 ı6.ı9 ı,.7a ı6.26 rı.r, r..69 ,r.92 ı 5.,l0 ı7.6] ız. rc ]ı.. oe ı4.ro L5.6, \2.19 ır.60 ır. a€

1

x2y3 - x3y2
[(x2y3 -x3y2 ) + (y2 - y3)xk.+ (x3 -x2)yk]hı

* (y3x* - x3y*)h2 * (x2y* - Y2xl)hı - hk

olut. Bur8d8 x ve y, üçgeniİı 1numaralı başlangç nokta§ın8 göre kaydınlmtş ve d uzun-
ıuğu ile normlındınlmlş koordin8tıandıİ. hı , h2, h3 üçgenin köşe noktılaİının, hk i§e
üçgmin içine di4en Pİk ömekleme nokt8§ının yük§ekIiğidir. Bilineer el€nanlard8 ö;ek_
leme noktaı8İı için oluşturulacak düzeltme denklem|eri daha önce gösteİiıdiği gibidir.

Thblo 6, şekil 6'da verilen yüzeyin oluşturulm8sı gerekli düzeltme denklemlerini
gii§termeİtediİ. Thblo 7'de bu düzeltme denklemlerinden oluşturulan normal denklem-
ler ve çö2İm v€köİü göİüm€ktedir. oluştuİul8n yüzey ş€kil ?'de göıüldüğii gibi aıazi
eğimindeki kesikliliği yansıtmaktadIr.
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6. soNUç

Parçalaı boyrınca eğriliklerin minimize edildiği p8rça psrça bıline€r enterpola§-
yonda oldukça düzgün yiizeyler oluşturulmaktadır. İsteniıse arazi eğimindeki §iıekslz
likler (aİazinin kuük çizgiteri), parça parça düzlemlerle bilineer yüzeyıer birlikte kullanı-
larak dikkate ahnabilmektedir. Eşyükseklik eğrilerinin çizimi, hacim he§apl8n,Yb- sayı-

§8l yük§€klik modelleri uygulamalar! için bu enterpola§yon yöntemi oldukça uygun gö-

rünmektediı.
Bu yöntem ile yüzey (n*m) saylda grid noktisında oluşturuı8cEksa (n*m) biıin-

meyenli noİmal denklem §isteminin 9özülmesi gerekir. Çözümde, oıuşan normal denk-
lemle] kats8yılar matrisinin band yapı§ınd8n ve boşlukl8nndan yır&İl8nıım8z§a, böyl€
bir §im€trik denkIem sisteminin çözümii çok büyük biıgıs8yaI sistemleİinin dahi beIlek

§ıasını zorlayacak ve indiİgeme işlemi çok zaman alacaktrİ. Enterpoıasyonda, heı ent r-
polasyon nokt8sı çevresindeki ınıılı sayıda noktalarla bağıanttlı olduğundan dolayı nor-

mal d€nklemıer kats8yııat m8trisi (2m + 3) band genişIiğinde, son derec! boşluklu bir
yapıda oluşur. Bu nedenle noİmaı denklemleİ katsıyılar matrisi, simetrik boşıuklu
matris algoritmalanndan yaİarlanaİak sakl8nmalt ve çözüm buna göİ€ yapılmahdır. Bu
tür çözüm için "içiçe parçalara ayııma (nested dissection)", "minimum derece düenle.
mesi (minimum degİee oİdering)" gibi yöntemleİ vardıİ.
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