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ABSTRACT

The interpolation of the Digital Elevation Models by the piecewise continuous
surfaces has been used since 1971. The mathematical surface model consists of a large
family of locally valid, smoothly joining surface functions. This paper describes the
interpolation by the local piecewise bilinear surfaces which are smoothly jointed.

OZET
Sayisal Yiikseklik Modellerinin parga parga siirekli yiizeylerle enterpolasyonu
1971'den beri kulianilmaktadir. Matematik yiizey, yerel olarak gecerli ve diizgiin olarak

birlesen ok sayida ayni cins yiizey fonksiyonlarindan olusmustur. Bu bildiri, diizgun
olarak birlegtirilen yerel bilineer yiizey pargalan ile enterpolasyonu tanimlamaktadir.
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1.GIRiS

Parga parca polinomlardan olugturulan bir yizeyde parcalarin simrlan boyunca
polinomun derecesinin bir eksik derecesinde siireklilik saglanabilir ve boylece diizgiin bir
yiizey elde edilebilir. Jeodezi ve Fotogrametri alaninda parca parga polinomlarla enter-
polasyon konusu ilk kez Bosman, Eckhart, Kubik tarafindan arastirilmis ve rasgele da-
flmis 6rnekleme noktalarina dayanarak yiizeyi analitik olarak gostermek i¢in farkh mo-
diillerden olugan "Delft" adli bir yazihm paketi geligtirilmistir (Bosman, Eckhart, Kubik,
1971). Diizgiin yiizey olusturulmasi i¢in H. Siinkel bikiibik temel splaynlardan yararlan-
mis ve "GSPP (Geodetic Science Plotting Package)" yazihim paketi olusturulmusgtur
(Sinkel, 1980' Miinih Teknik tUniversitesinden H. Ebner ve ¢aligma arkadaslan temel
splaynlardan yiizey olusturma konusunu sonlu elemanlar yontemine uyarlamig ve "HIFI
(Height Interpolation by Finite Elements)"” yazilim paketini Carl Zeiss firmasi adina ge-
ligtirmiglerdir (Ebner, Hofmann, Reiss, Steidler, 1980).

Bu bildiride, temelde ozdes olan bu ii¢ ayn yaklasimla verilen bilineer ylizey par-
calan ile yiizey olusturma konusu kuramin ayrintilarina girmeden agiklanmaya ¢ahsila-
caktir.

2. LINEER ENTERPOLASYON
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Sckil 1

Lineer hir yiizey herhangi bir konumdaki bir diizlem olup yerel bir koordinat siste-
minde,

h=ap +a;x+ay (1)

polinomu ile belirlidir. Baglangic1 1 noktasindaki sekil 1'de goriilen yerel bir koordinat
sisteminde,

h, 1 0 0 a0
hy| = |1 x2 ¥y ay (2)
h; I x3 y3 a2
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matris egitligi sozkonusudur. Burada 3 katsayilan,

%o 1 0 o] h,
a | = 1 X2 Y2 h, (3)
a; 1 X3 Y3 h3

egitligi ile elde edilebilir. Burada,

1 0 0 s 1 Xa2V3 —X3¥a 0 0
1 X2 Y2 T———— Y2 —V¥3 Ya. —%¥a (4)
X2¥3 —VYa¥2
1 X3 VY3 X3 —X2 — X3 X2
bi¢gimindedir.

Burada a; katsayilan,

ag =h1
ay =[(y2 —ya)hy +ysh—yyh3]/ (x2¥3 —x3¥2),
a; =[(x3 —Xz)hy —x3h; +x;h;3]/ (X2¥3 — X3¥2) (5)

olarak elde edilir. Boylece diizlemin esitligi,

1

h=h + —— { [(y2 =y3)hy +ysh; —y h3]x
X2¥3 —Xal¥2 (6)

+[(x3 —x;3)hy —x3h, + xzhah}

olur. (6) esitligi yeniden diizenlenirse,
1
I i e esnm [(x2y3 —x3y2) + (y2 —y3)x + (x3 —x3)y]h,

X2¥3 —X3Y2 (7)

+ 7 (yax —x3y)hy + (x,¥ —ya2x)hs

elde edilir. Burada hi"m katsayilarina agirhk fonksiyonlan olarak bakilabilir. Boylelikle
yerel koordinat sisteminde koordinatlar x, y olan ve bu diizlem iizerinde bulunan bir
noktanin yiiksekligi,

3
h=Z wi(x, y)hi (8)
=1

ile bulunabilir. wi(x, y) agirhik fonksiyonlan,
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WX, ¥)=[(x2¥3 —X3y2) + (Y2 = ¥3)x + (x3 —x3)] / (Xay3 —X3¥2),
wa (X, ¥) = (¥3X —X3¥)/(X2¥3 — X3¥2), (9)

wial(X, ¥) = (X2¥ — ¥2X)/(X2¥3 —X3¥2)
ile belirlidir.

3. BILINEER ENTERPOLASYON

XI(i)
hi.
19 it/

G h«;j,;

h‘ J e hilj’

T
>4 )
Sekil 2

Bilineer yiizeye parabolik hiperboloid de denir ve bu yiizey, baglangic i, j olan
normlandirilmis yerel bir koordinat sisteminde,

h=ap +a,x +a,y +asxy (10)

esitligi ile belirlidir. Sekil 2, kare biciminde dizilmig dort noktanin olugturdugu bilineer
yizeyi gostermektedir. Burada koordinat sistemi kare uzunlugu ile normlandirilmis ve
i, j no.lu noktamn bulundugu kenum yerel koordinat sisteminin baslangici olarak alin-
mistir. Dort kose noktasimn yiikseklikleri,

| 1 0 0 0 ao

b s 1 0 1 o0 a

hi1g 1 1 0 o0 a, (11)-
By ja 1 1 1 1 a,

matris gosterimi ile elde edilebilir. ak(k = 0,1, 2, 3) katsayilan,

ao 1 0 o0 of! h, ;

a 1 0 1 0 hiJ+l (12)
aal = |1 1 0 0 hiy1,]

a, i I 1 1 Piy1je1
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ile elde edilir. Burada,

1 o o o} 1 0 0 o0
1 0 =|-1 0 1 0
1 1 0 o0 -1 1 0 0 (13)
1 1 1 1 1 -1 -1 —1

ile belirlidir. Coziim yapilirsa, a (k =0,1, 2, 3) katsayilan,

ao=h-

i
i =B g hg (14)
82 =hy; —hy;
ag=hi th _hmu =hij

olarak elde edilir. Bu durumda bilineer yiizey par¢asinin esitlii,

h=h;;+(h,,;—h jx + —h; .)y (15)

ij+1 ij

+(h +h‘1+1_]+1 h|,j+l~— +l,])xy

i+1)

bi¢iminde elde edilir. (15) esitligi yeniden diizenlenirse,

h=(1—x)(1—y)hiJ+x(1“y)hi+l‘j+y(1—x)h + xyh, (16)

ij+1 i+1,j+1

esitligi bulunur. (16) esitliginde h’'li terimlerin katsayilan agirhk katsayilan gibi alinirsa,
i+1 j+

= 5 E W, (x y)h (17)
= =

olur. Burada agirhik fonksiyonlar,

Wij (L.

Wi j (x,y)®

Wi (x.y) = (1 =x)X1=y),

Wij+1 (% ¥) =y(1—x), (18)
Wip j% ¥) =x(1-y),

“"i+l,j+l(x’ y) =xy

ile belirlidir.
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4. PARCA PARCA BILINEER YUZEYLERLE ENTERPOLASYON

X A (4)

tod, jo1 042, j (02, por  |1*2 fo2

xk=(xk—xi)/d

. ‘ 2 ry , . ‘ I = =
{41, j-1 o1, j P,.k Le1, J+! +, fe2 yk (yk y]),’d
4 i=1,2,..(n—1)
gy i 7
* - k| i . i=1,2,.,(m—1)
GF |4 AT VA
d
i1, j-1 -1,] (-1, jor €1 2 )
i ol
Sekil 3

Sekil 3'te goriilen ve sayisal yiikseklik modeli igin enterpolasyonu istenen kare
grid agina ait noktalann yiikseklikleri bilinmeyenler olarak tammlanir. Bu grid noktalar-
nn yiikseklikleri, arazide rasgele dagilmis olarak ol¢iilen Grnekleme noktalarnin hy yiik-
seklikleri ve enterpolasyon yiizeyinin genel bir egrilik minimazasyonu ile elde edilir. Bu
problem bir dolayh Glgiiler dengelemesi olarak yorumlanabilir ve en kii¢iik kareler yon-
temi kullanilarak ¢oziilebilir.

P . ornekleme noktasimn yiiksekligi, cevresindeki dort adet bilinmeyen grid nok-
tasiin yiiksekliklerinin (16) esitligi bi¢ciminde bir fonksiyonudur. Koordinatlar x, v}
olan bir P, ornekleme noktasinin baslangici i, j noktasinda bulunan kare gridindeki
X0 Vi normlandirilmis koordinatlar,

Xy ™ (xk - xi)fd,

d=X; 1 7%= Y " Y (19)
i=1,2,..,(n—1), j=1,2, .., (m—1)

ile belirli ise, (16) esitliginde y ve x yerine normlandirnims yerel koordinatlari yazmak
gerekir. Boylece normlandirilmig yerel koordinatlan x ) ve yiiksekligi hy olan Prk or-
nekleme noktasi, hi i hi T h“_! hi+1 £ 4 bilinmeye’nlerini iceren bir diizeltme denk-
lemini olusturur. Kaisayﬁar X, ve fk'mn 'I‘ineer fonksiyonlandir. Prk ornekleme noktala-

rina iliskin diizeltme denklemleri,
h

Ve = (1= x )L =y X (L=yhy 5+ v —xphy o FxVhy g gy —hy
k=1.2,..9
i=1,2,...(0+1) (20)

j=1,2,., (m—1)
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bi¢imindedir. Burada q ornekleme noktalarinin sayisi; n, X ekseni yoniindeki yoniindeki
grid ¢izgisi sayis1; m, y ekseni yoniindeki grid gizgisi sayisidir. Biitiin 6rnekleme noktalan
igin igindeki bulunduklan kare grid baglangicina gore normlandirilmig yerel koordinatla-
r1 ile (20) esitligi bigiminde diizltme denklemleri yazihr. (20) bi¢imindeki biitiin denk-

agirhiklar verilebilir.

Parga parga bilineer yiizeylerle olugturulan yiizeyde egrilik minimizasyonu, enter-
polasyon yiizeyinin biitiin ikinci tiirevlerinin sifir olmasi nedeniyle tam olarak gergekles-
tirilemez. Bunun yerine yiiksekliklerin ikinci farklan kullamlir. Herbir i, j grid noktas:
i¢in x ve y dogrultularinda yiiksekliklerin ikinci farklarina iligkin,

Vex,ij = i T iy T hia 7O
i=2,3,.,(0—15j=12,..,m (21)
h —2h. .+h —0

Yoy~ g1 T T+
i=1,2;..,0;j=2,3,.(m—1)

bi¢iminde diizeltme denklemleri olugturulur. Bu diizeltme denklemleri imgesel denklem-
ler olup, parca parca bilineer yiizeylerden olusan tiim yiizeyi diizgiinlestirmeye yonelik-
tir. En basit yol, homojen ve izotrop bir alan olan bir arazi i¢in blitiin bu imgesel diizelt-
me denklemlerini esit dogrulukta ve korelasyonsuz olarak gerceklestirmektir.

(20) ve (21) esitlikleri bi¢imindeki diizeltme denklemleri elde edildikten sonra, bu
diizeltme denklemlerinden normal denklemler sistemi olugturulur. Normal denklemler
sistemi indirgenerek grid noktalarina ait yiikseklikler elde edilir.

Bu yontemde istenirse arazide olgiilmiis kink ¢izgiler de dikkate alinabilir. Bunun
icin lineer yiizeylerle bilineer yiizeyleri birlegtirerek kullanmak gerekir.

5. ORNEK UYGULAMALAR
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Sekil 4
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Sekil 4 enterpolasyon yapilacak grid agimi ve bu grid aginda rasgele dagilmis or-
nekleme noktalarini gostermektedir. Burada 1, 2, ..., 8, 9 numarali noktalar yiikseklikleri
enterpole edilecek grid noktalandir. 10, 11, ..., 12, 13 numarali noktalar enterpolasyon-
da kullanilacak 6rnekleme noktalar olup, bunlann koordinat ve yiikseklikleri tablo 1'de
verilmigtir. Birim kare kenan uzunlugu 5 metredir.

Ne. y x h
10 11001.00 | 2001.00 | 16. 25

11 |1009.00 | 2004,00 | 14,50
12 [1004.00 [ 2009.00 [ 15, 70
13 /1009.00 | 2009.00 [ 16,85
14 [1005.50 | 2002.50 [13.80
15 11006.50 | 2000,50 [ 15,60
16 [1000,50 | 2006.00 | 16, 0%

Tablo 1: Omekleme noktalanmn
koordinat ve yiikseklikleri

No. | y-1000 [ x-2000 h
5

10 0.2 0.2 16.25
1l 1.8 0.8 14.50
12 0.8 1.8 15.70
13 1.8 1.8 16.85
14 1.1 0.5 13.80
15 1.3 0.1 15.60
16 0.1 1.2 16.05

Tablo 2: Normlandirilmig
koordinatlar

X ve y dogrultularinda her bir grid noktas: i¢in egrilik minimizasyonunu gerceklestir-
mek igin (21) esitligi bi¢iminde yazisal imgesel diizeltme denklemleri ile her bir P
ornekleme noktasina ait (20) esitligi bicimindeki diizeltme denklemleri tablo 3'de g0-
rilmektedir. Bu diizeltme denklemlerinden olusturulan normal denklemler sistemi ve
¢ozim vektorii tablo 4'te verilmistir. Sekil 5 bu enterpolasyon sonucu olusan yiizeyi
gostermektedir. Bu yiizey iizerinde herhangi bir P,, noktasi iginde bulundugu gridin ko-
§e noktalarindan yararlanarak (12) ve (10) bagntilari ile bulunabilir. Goriildiigii gibi yii-
zey parcalarin birlesme yerlerinde belirgin bir kirkhik icermeden diizgiin bir bicimde
olugmustur,
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ablo 3: Dizeltme denklemleri

hy hp hs hy hg hg hy hg hg 1
1,2,3 | 1 -2 1 0
4,5,6 1 -2 1 0
7,8,9 1 -2 1 0
1,4,7] 1 -2 0
2,5,8 b -2 1 : 0
3,6,9 1 -2 1 0
10 0.64 | 0,16 0.16 | 0.04 16.25
11 0.04 |0.16 0.16 | 0.64 14.50
12 0.04 | 0,16 0.16 | 0,64 15.70
13 0.04 |0.16 0.16 (0,64 | 16.85
14 0.45 | 0,05 0.45 | 0,05 13.80
15 0.63 |0,27 0.07 | 0,03 15.60
16 0,72 | 0,08 0,18 | 0,02 16.05
Fablo -z Normal denklemler
hy hy h3 h4 h5 hg hT hg hg Afl

2,41 | -1.90| 1,00 |-1.90 | 0.03 0.00 | 1.00| 0,00 | 0.00 10,40
5.63 | -1,80 | 0.03 |[-1.74 0.07 | 0,00 | 1,00 | 0,00 19,22
2.10| 0,00 | 0,07 [-1.89 | 0,00 | 0,00 | 0,00 7.22
5.55 |-1.93 | 1.00 |-1.86 | 0,04 0.00|14.78
8.27 | -1.87 | 0.04 |-1.89 | 0,03 | 14,74
5.44 | 0,00 | 0.03 |-1.90] 13,13
2,06 |-1.89 | 1,00| 5,40
5.44 |-1.90| 13,07
2.41 | 10,78

Coziim vektoni

hl h2 h3 h4 h5 hG hT hg h9
16.73 |14.95 | 13.21 | 15,95 |15.43 | 15.05 | 15.13 16.05 |17.04
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Stkil 5

Eger arazideki kirik ¢izgilerin de belirlenmesi istenirse bu cizgilerin Onceden tani-
tilmas1 ve bu cizgilerin grid kenarlarim Kkestigi noktalarin belirlenip, lineer ve bilineer
enterpolasyonun birlestirilerek yiizeyin olusturulmasi gerekir.

Sekil 6'da 15, 15 ve 16 numaral 6rnekleme noktalar arazideki kirikligi gosteren
¢izgiyi olugturmaktadir. 10, 11, 12, 13 numarali noktalar ise bu ¢izginin grid kenarla-
rim kestigi noktalan gostermektedir. 17, 18, 19, 20, 21 numaral noktalar ise hi¢bir
ozellik tagimayan ornekleme noktalandir. Ornekleme noktalarinin normlandirilmig ko-
ordinatlan ve yiikseklikleri ile arazideki kirikhg: gosteren ¢izginin grid kenarlarim kestigi
noktalann normlandirilmig koordinatlar tablo 5'te verilmigtir.

% 15ﬂ
2010F  7o—33 § °
! x | X
‘," 191 20
|
/
,{:22 !
2005+ & 12045 36
/’r,\ 'I‘— ,’l
g // 18
//// = 10
h
]75’/’ F \\\ -~ 14
4 21 N
! : 3
f
— -
S 8 =
Sekil 6
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¥=1000 x=-2000
No. 5 "‘?;" h
10 2. 00 0.35
11 1,00 0.69
12 0. 84 1.00
13 0.31 2.00
14 2.30 0.30 16,25
15 1.10 0.50 14,50
16 0,20 2,20 15,70
17 0,20 0,20 16.85
18 1.80 0,80 15.60
19 0,80 1.80 16,05
20 1,80 1.80 12.10
21 1,30 0.10 13.80
22 0.10 1.20 15.90

Tablo 5: Normlandinlmig koordinatlar

Egrilik minimizasyonu i¢in bir j noktasinda herhangi bir ¢izgi i¢in olugturulacak imgesel
diizeltme denklemleri,

1 1 1 1
w—a—hi—(—+— )hj+— h
sl] Sl] S}k s]k
bigimindedir. Burada Sii» i ve j noktalan; s, j ve k noktalar1 arasindaki normlandiriimig
yatay uzunluktur. Uggen elemanlarda bir F, Grnekleme noktas igin yazilacak diizeltme
denklemleri (6) bagintilarina gore,

Ve ik = g~

Bl B2 [ By | B | B [Be |P7 [Pe |Pg [P0 [P (M2 M3 [Be ™5 Me|?
1,2,3 y -2 3 °
12,5,6 -7.25( 1 6.25 0
13,8,9 -2.45 |1 1.45 [)
1,4,7 1 2 1 0
11,5,8 4.2 1 3.23 °
10,6,9 “2.54 1 | 1.54 [)
14,10,15 ~4.39 3.29| 1.10 o
10,15,11 1.10| 4,65 5.7 [)
15,11,12 C7.52 | 2.87 .65 o
11,12,13 : 2.873.75] 0.8 1 )
12,13,16 0.88 [-5.27 4.33) 0
17 0.78] | 0,08 0.15 16.25
18 0.64 0.14 Q.22 14.50
19 0.56 0.20| 0.24 15.70
20 0,04 0.16 0.16 | 0.64 16.85
a 0.52| 0.28 0.20 15.60
22 0.15 0.05( 0,20 16.05
14 1 12.10
15 1 13.80
16 T ) 1 |15.90
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Tablo 7: Normal Denklemler

M| P2 By By |hg |hg By b (kg | Byg By [Byp By [my, (myg bhye bR
2.61 -2.00 1.00|-2.00 1.00| 0.0 0,12 12,68
4.27] -1.85 0.10 8.11
1.08 0. 06 437
4.56] -2.00 0.04 0.15 12.04
7044 -7.24 -4.22 0,09 F13.66-45.31 0,67
Ts 0,03 -2.44 -3.82 6. 25| 0,14 11,98
1. 00] 0.00
7.34| -2.35 3.23 | 0.11)-3.42 11.49
2.4 1,54 1.45 10.78
22.87 5.12 14, 44-11,12 2,03
96.85-32.33| 2.53] Fe1.m 1.30
62.20(-7. 13.35] 3.84 6.38
[30.75] F23.14) 6,98
11.62 3.62 12.10
56,98 20,11
Cozim vektorii 20,27 15.90

M [Pz By [B B |Bg [ hy [ By [y [y |my |y, By [ Big [ Bys | By
16.60]16.19]15.78 16,26 14.55]1¢.69)15,92(16.40(17.63 12,68 [14,06[14.50 [15. 65 |12. 2913.80|15. 88

1
W [(x2y3 —x3y¥2) +(y2 — V3 ]Kkv'+ (x3 =%z )yk]hl
X2¥3 —X3Y¥2

+ (Yaxk"xsyk)hz + (xzyk_hxk)ha _hk

olur. Burada x ve y, iicgenin 1 numaral baglangi¢ noktasina gire kaydirilmis ve d uzun-
lugu ile normlandinlmis koordinatlandir. h;, h,, h; iicgenin kose noktalarimin, hk ise
iiggenin igine diisen P Ornekleme noktasinin yiiksekligidir. Bilineer elemanlarda 6rnek-
leme noktalan icin olugturulacak diizeltme denklemleri daha 6nce gosterildigi gibidir.

Tablo 6, sekil 6'da verilen yiizeyin olusturulmasi gerekli diizeltme denklemlerini

gostermektedir. Tablo 7'de bu diizeltme denklemlerinden olusturulan normal denklem-
ler ve ¢oziim vektori gorilmektedir. Olusturulan yiizey sekil 7'de goriildiigii gibi arazi
egimindeki kesikliligi yansitmaktadir.

Sekil 7
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6. SONUC

Parcalar boyunca egriliklerin minimize edildigi parca parca bilineer enterpolas-
yonda oldukca diizgiin yiizeyler olugturulmaktadir. Istenirse arazi egimindeki siireksiz-
likler (arazinin kirik cizgileri), parca parga diizlemlerle bilineer yiizeyler birlikte kullani-
larak dikkate alinabilmektedir. Esyiikseklik egrilerinin ¢izimi, hacim hesaplan, vb. say1-
sal yiikseklik modelleri uygulamalar i¢in bu enterpolasyon yontemi olduk¢a uygun go-
rinmektedir.

Bu yontem ile yiizey (n*m) sayida grid noktasinda olusturulacaksa (n*m) bilin-
meyenli normal denklem sisteminin ¢oziilmesi gerekir. Coziimde, olugan normal denk-
lemler katsayilar matrisinin band yapisindan ve bosluklarindan yararlanilmazsa, boyle
bir simetrik denklem sisteminin ¢oziimii ¢ok biiyiik bilgisayar sistemlerinin dahi bellek
siasim zorlayacak ve indirgeme iglemi ¢ok zaman alacaktir. Enterpolasyonda, her enter-
polasyon noktasi1 ¢evresindeki sinirli sayida noktalarla baglantii oldugundan dolay: nor-
mal denklemler katsayilar matrisi (2m + 3) band genigliginde, son derece bosgluklu bir
yapida olusur. Bu nedenle normal denklemler katsayilar matrisi, simetrik bosluklu
matris algoritmalarindan yararlanarak saklanmali ve ¢oziim buna gore yapilmahdir. Bu
tiir ¢oziim igin "igige pargalara ayirma (nested dissection)”, "minimum derece diizenle-
mesi (minimum degree ordering)" gibi yontemler vardir.
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