
JEoDEzlK AĞLARIN BIRLEşTlRİLMEsl

Prof. M. ŞERBETÇİ
K.T.ü.

özET

Bir böıg€ye ait dengelenmiş 

'eodezik 

bir 8ğa ikinci bir ağ eklenme§i geİektiğinde
genellikle izlenen yoı, bu ağtaİdan ilkine 8it koordinat, yükseklik, vb. bilgiteİ sabii ve ha.
tasız kabul edilerek §onrald ağı bu noktalara bağıamak biçimindedir. oysa iık ağa ait bir
dengeleme sonucu elde edilen bu değerler bağım§z oknaylp kendi aralannda korelas.
yonludur. Doğlu olan yöntem, bu iki ağın yeni baştan toptan dengeıenmesidir. Yeni
başt8n bu iki ağln birıikte toptaiı dengeı€nmesi yeİine, yapılıp bitmiş ilk ağın d€ngeteme
hesaplanndan yaraİlanaİak bu bilgileıden gerekeni ikinci ağda dikkate alaİak da aynı so_
nulann bulunabileceği birkaç yöntemle göst€riımiştiİ. Ağıann biİıeştidıme§i diişiincesi,
buniın karşıtt ol8n, ağlann böııinmesi İıkrini de biİlikte getirdiğinden, büyiik ağl8In bö.
llinerek dengelenmesi de buradaki iıkeler ışığında gerçekleştirilebiliİ.

Bu konu ile ilgııi oıaİak gerek paİça ağlann ayn dengelenme§i, geİek toptan deng€-
leme, pıogıamlama tekniği yöniinden uygun otan endirekt (dotaylı) ölçiil€r dengelenme_
si biçiminde düş iintiımiiştiiİ.

Koıaylık yaini.inden matris gösteİimi yeğlenmiş ve konunun daha iyi anlaşılması
için tüm yöntemler sayrsal küçük bir ömeğe uygulanmıştıİ,
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Bir böıgey€ ait ölçiiımiiş v€ dengetenmiş niİengi, nivelman, gİaüte vb. bir ağa iıaYe
olarak sonradan ölçü ile bağtanan yeni bir ağın hesaplaımasınd8 izlenen yoı, eski ağın sı-
nlI noktalanrun sabit ve hatısız kabut ederek yeni ağln bu noktalara bağıanma§rdrr. Bu
işıem is€ fonk§iyoneı Ye stokastik modeldeki bazı biıgilelin gözaİdı ediım€§i demektiİ.
Yapılan bu iştem pİatik bazı göİevı€İi her ne kadar karşılasa biıe doğru olanı, bu iki 8ğın
biİtikte ve toptan dengeıenm€sidiİ. Toptaıf dengeıeme yeİine yeni ağ ete alınarat e*i
ağı 8it suur noktalanndaki bilgileıden de yaİad8nara} toptan detrgeıeme sonuçıan etde
ediıebiıiİ. Bunun için prcblem, önceden hes8plaıımtş ağın normal denklemlerinin te§in-
de §nır noktalanndaki biünm€yenlere ait korelasyon matıi§inin ek ağda dikkate alınma-
sıyla biıinmeyenıi koşullu ölçüer (korelasyonlu) dengeıeme6i şekıinde ve biİ hesap oyu-
nu iıe de koİ€ıgsyonlu endirekt ölçüeİ dengeıemesine şekline dönüştiiİüiİ. Bu şe}itde
hem sınır noktalanna hem de ek ağa 8it bilinmeyenlerin kesin değeİı€ti h€§aplanıı. Sınıı
noktal8nnd8ki biıinmeyenıeİin kesin değerleİi ite de ilk ağdaki 'İç Bilinmeyenleı" he-
§aplaıuİ.

Ağlann birl€ştirilmesi düşiincesi bunun ka§ütı olan ağıann böliinmesi fikini de
birtikt€ g€tiİdiğiDden büyü^ rğlann böli.in€İek dengetenmesi de buradaki iıkeıeİin ışığın_
da yapıl8biliI.

Konunun uygulanmasına iıişkin niimerik biİ ömek verilmiştiİ.

l- GİRtş



2- AĞIN ToPIAN DENGELENMESi

Komşu iki ağ şematik olarak aşağıdaki şekiıd€ olsunlaİ:

I II

l ve Il. ağ8 ait diizettme denkıemıeri
ağırhk

Pl

B1y ! C1z- |2 P2

biçiminde yszılü. Buİada:

l. ağa 8it ölçiileİ vektöİü
l. ğn ölçiilerine getiİiıen diizeıtmeler v€ktörü

lI. ağa ıit ölçiİer vektörü
II. ağın ölçiiıetine getirilen diizeltm.ıer Yektörü

I. 8ğa 8it iç bilinmeyenıer v€ktöıü
u. 8ğa ait iç biunmeyenleİ vektö!ü
ortıİ bilinm€yenıer (sınır i.Derinde heı iki ağda ku]ıarulan noktalaİa ait)

vektöıü

Pt, P2 : iıgiıi ağırıık mıtıisıeİi
.A 1 , B 1 , 82 , C2 : ilgili katsayı matrisleridiı.

Ağın toptan dengeıenmesi için (1) ve (2)'den kurulacak normaı denklemler:

aTp,A,x + ATpıBı y -aTp, ı, =0

ıı
V1

12

Y2

x
z

vı =Aı x+Bıy -1ı (1)

(2',

+ ı}ırcrz - 1nPrı 1ı + BTprlr) = o (3)

+ö|ırc.z -cTprı, =o

sTp,ı,x (BTpıB, + nTp"s.)y

c|ırn, y

biçimindedır.

Afp,ı, =N,,

Ah,B, =N,,

lf,l, ı, = ı-ır, eTp, ı, = n,

3u

B|ırc, =N, Bfp,ı, =n2 (4)



biçiıninde yaaLİ. Bu denklern|erden x bilinmeyen vektöİiiniin yok editm€§i it€:

(Nz +M2? -Nf NiiNr)y +N,3 z -(n2 +m, - ı.ıj| ry,l n,) = g

N§ y * N33z - n3

(5)

0 (6)

ayru şekilde z Yektöiiniin yok edilmesi iıe:

(N22 + M22 - ııJ u,'ıı" - ur{j wSı v -
(n, * m, - NS lıl-,l n, - *r, N-r] n3) = g (7)

bulunuı. Bu biıinmeyen hesaplandıktan §onİa (5) denkıem sisteminin ilk ve son sabİtı-
nnd8n diğer bilinmeyenıer hesapıaİıü.

Nlı, 1n1 - Nlry)

(8)

x

z=

3- GR!,JP HA[^nlDE DENGELEME
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nflra, =şf cTprı, =NJ Bfp21, =m,

ıfı,B, =N, c}Prc, = ıır. c}prl, =o,

kı§altmaıan ile noımaı denkıemler,

NııX {Nız y -i1 = 0

NS x + (Nr2 +Mrr)y *N6z -(n2 *m.)= O

+ll§ y 4 N3z -n3 = o

ll-.1 (nı - llJv)

Toptan dengeıem€ §onucunda eıde €dilen kesin sonuçlann aşağıda gösteİilen çe-

şitıi youıda da eıde edilme§i miimkiindiiı.3f Bunun için (1) iıe verilen denklemlei I.

grup olarak diişiinüüp, bu denH€n eıden kurulacak normal denkl€rııler (4) kısaltmalan
ile:



N11 l4 Nt2 }-n1 0

Nf ı+Nr2 y-n2 0 (9)

biçırnİnde yaalataİ bu denkı€mleİden

Nz -N[N;l Nız)y-(nı -N[Nil nı)= o (10 )

ve buıadan

v=Nz -ı,ıf$h,r)-ı 1n, -ııf,ıd,ın,1 (11)

clde edilir. y bünmeyınııe ıit Loİe|aryon mıtİid ise

oo=üNa-NfNil xuİl (L2,

dtr. (ı1) iıe he.ıpıınü değeİler .Edece I. gruPtın elde edildiği içın kesin y &ğoİıeİi dğ
ğtldh. Ayncı bu biliıEoyenln üşında gıup iç billnmeyenleri x ve z blıİnm€yenıoİinin de

bıılunmrr g€İoıdı

3.1- k ild gıubu ıyı ıyıı çözcrdt ortık bilinmyco ıktöıü y'nin hcı iki
gnıPtın bulımı dc&dcfinİ! bİıbiıLdnc cşit oınıı koşıılu yızlılu
yödıntl3 ı. lt, a

Gruplııdın butunsı geçic,i f * fI Ulllo."y"nleıi ve ilave ed en { o 
"faııolt-rbrl iıe bırtıİledıe e{it otrıırı gerekıİ;

Bu tolul dcoHemi

{-"} +,=o (14)

biçiDinde yızıür. Buİıda

,=yl-f (15)

dir. Ancat bu denllenıleLi ölçü otıııi dibihila yI r ytr dcğeılert dıhı ihce biı den,

%

l+{=f +"} (13)



geleDe lonucundı eıde Gdıldtğııd€n k€adi ınııİrıdı Lot€lrsyooluduİ. Koİshsyon mıt-
ıideıi, bu bilinm.ysnhle ıit nGDd &ntl.ııldln tonlırlnde lgili hımlııdtr. öfiıcğlı
f_içıo (ız) dontlemindoLi qL*. o* şekilde tr. lnıptrn dr oıde edil€n ytr vo ilğli

$ ıııtııııeıt lle kordııyonlu ho$llu iilçileı dengelemesi uygunduİ. (ı/ı) donlıemlGri

ti]
[,-r] +(l-vnı=o

şeklinde yıulıİa}

(16)

(t7 )

(18)

(19)

(20)

ıo}r+$,ıt+tl-rII) =o

buİadıD

t=_ıo}r+Si'(l-vll)

k

Il] LH
bığınbı lle h€sıplınıı. Buııdın butunıcık dliz€thneleı geçici yI ve yII billnmeyenlcıi
ııe todınıİık k€8ın y eıde ediıtİ.

y=l +.}=vII +"} (21)

BulunıD bu değeııe ilk gruptan x, ihtnci gnıpt ı dı z bilinmeyen ürktörleİi h€.ıPıüıİ.
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t,;]o=

koİelı5yon mıtİisinin de dikkıte a!.lnmagyıı kunılac8İ normal denkıemıeİ:

eHe edilir. Diizeltmeler iıe:



3.2- Biıinci gruptan bııluııın y bilinmeyenloinin 2. grupta yerine konulmas ile
bilinmeyenli koıelısyonlu koşullu ölçiiler dengelemesi biçiminde çöziim

II. gnıpta (22) nin dikkate aıınma§ ile

y bitinmeyeninin ke§in değeri için 1. gİupt n bulunan yI değerine vy diizeltm€6ı
nin eueneİ€k bulunacağı diişiiniiliir§e,

(22r,y=yI+Yy

vz =Bz (l*vr)*Czz-lı

[s-n"]

Bumda

wz =1z - Bu YI

dir. ölçiilere ait korela§yon matİisi

O= :J

t;]

--c2z+w2=0

Ağtİtk

P2 (23,

(24,

(26)

(27,)

t:
dikkıie ahnarak kuıulacak normal denkıenrler

ürr'+ nrqrrnf,; r - czz + vz = o

-cTr =o

şekIinde yazılır. Bu denkıemıerin çöziimü ile

v€
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z = 1c}lı-rı + ı, qrrsTf ' c, r' cJ p;'+ n, qrrnT|' *" (28)

veya

(25)



k = (P-rl + B, QyyBTf' (c" , - n")

(30)

(31)

diizeltmeler ise

veya

tlt 0Q J [:,,]

lr' 0

k

vz = P z'k

vy = -QyyB Tı,

olarak hesaplanır. Buradan hesaplanan v2, II. gİuba ait ke§in diizeıtmel€İdir. v, ise (22)'

de yerine konularak kesin y değerıeri elde edilir. Ke§in x değeri, (9)'d8 kesin f değerıeri
yerine konuıarak he§aplalur. vı ise (l)'den hesaplanır.

3.3- Bilinmeyenli korelasyonlu koşul denklemleıinin korelasyonlu
endirekt ölçiiler dengelemesi şekline çevirerek çöziim

Burada izıenen yol 3.2 yönteminde (23) denkl€mine kadar aynı olup (23)'te

(32)

diişiinsel bir v2 di.izeıtme vektörü konulaİak

i2=C2z-w2 (33)

biçiminde endirekt öıçüer dengelemesi şeküne döni.işiir. Ancak bu yeni düşıinset r-2 dü-
z€ltmeleriDe ait 1, diişiinsel ölçi.ileri de oijİnal ölçiilerin bit fonksiyonu oıması doıayı-
sıyla korelasyonlu olacağı için (33) denklemleİinden korelasyonlu endirekt ölçiiıeİ d€n.
gelem€§i ilkelerine göre normal denklemlerin kurulma§ı gerekiı.2

Genel olarak 1 eski öıçiileİin biİ fonksiyonu, ]. i§e

I=41 (34)

i2 =v2 -B2v,,,

bu yeni 1 ölçülerine ait koİelasyon matri§i

(29]
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QrI = Arı AT

diı. (32) denklemi gözöniine aıınıİs8

A=[E -Br] ve Fı:

f'aTÇ|;,

[: :J

(35 )

(36)

(37)

(28)

(39 )

(40)

(41)

(42l

oıduğundın (iı5) iıe veri|en foİmü

o,, =ı-j+nrgş[

otuİ. (33) denklemınden kunılıcat normıı denkı€mleİ ise

CTgl', cr, - crT ql', *. = o

bıçimindedıİ. Bu denklomleİin çaiziimü ile

z=lc[qlırc,)-'cTdi *,

oluı. Bu değerin (32)'de yeIin€ konulmaı ile72 elde ediür. v2 Ye vy h€sabı için

tı
lormiflü uygulanıı. Bu formülde (36) ve N?) dikkıt ılusıak

t;] t

Y2 =P2'(P2'+ 82QyyBi) ' ,,

lr'

:J f,,J 
trı+g,oyıpTi,",

0

veya
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v, =-oşT rı? + arQr, ıf ;' i, (43)



yazılır. (42) ve (43) formülerinin (29) ve (33)'ıin dikkate alınmas ile (31) formiİleri ile
aynı olduğu göİüüİ. Bundan §onra izlenecek yol 3.2 yönteminde (31) formiiıiinden son-
raki gibidir.

3.4- Helmert Yöntemi ile Çöziim

Heİ gİuba ait bağım§z oııİak kuruıan normsl denkıemterden lç bilinmey€nıeİ eıi-
mine ediıiı.

aTp,ı,x+aTp,sıy-ı,Tp,ı, =o (44)

B|P, A,x + B| r,n,y- afı, ı, = o

x bünmeyeninin elimine§i ve (4) kısaltmaıan iı€

(Nz: - N[ N]| ıır 1 y - 1n, - Nf, Nlı, n11 = o

Aynı ş€kİıde 2. gİupt8n bağınr§z oısİak kunııan normal denklemıer

ı|r, ary + nfırc 2 z - ılp"ı, = g

cf,nrıry + cfr, c 2z- clprı" =g

(45)

(46)

(47')

(48)

(4) xıultmılan ile ve oİts} bıtinmeyenıeİin sonı ünmrİ iıe

N33z+Nfy-nı=0

N23z+M22y-m2 =0

Bu denkıenüerden z biıinmeyeninin eıiminesi iıe

(Mz -Nı şt ıl§)y-(m, -N4ııll.nr;=9

(45) ve (48) denkleınıerinin t€rim teİim topı8nma§! ile:

(N22 + M22 - ııt Nll ı,, - ılr" ı*ll, ş§ ı v -

1n, + rn, - Nf Nl| nı - N6N-r]n3; = O (49)
elde ediliİ. Bu denklemin toptan dengeıeme §onucu (7) denklemteri ile aynı otduğu göİiL
lü. Gruplınn iç bılinmeyenteri be§abı için (49) ile he§aplanan y değerleıi (44) de konu.
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larak x, (46)'da yerine konarak z elde ediliİ.

+ sAYlsAL UYGULAMA

Aşağıda çeşitli ağırlıkta verilmiş 6 bilinmeyenli j.0 düeltme denklemlerinin ilk
beşi I. gnıp ve son beşi Iı. gruba ait olsunıaİ.

Ağırhk

Y1 =İ1 {x2 *x3 -xa
Y2=xı-x242x3*xa

Vı =Xı +ı,, + 2ı,a

x2 -x3

Ys =Xı xı *&

l. crup

+1

+2

+3

+4

+5

-1

-3
-4
-5

II. Grup

1

2

3

4

5

ı
2

3

4

5

x3 -xr +x3 -x6

'q -x5

x3 +x5 -,k,

x! -x5

xa -İ5

Burada

Bilinmeyenler:

xı =- 4.724

xı = - 1.467

x" = 4 |.22|

xı , x2 I. guba ait x vektaiİii,

x3 , & ortak biıinmeyen v€ktörü

x§ , x6 It. ftuba ait z vektöiinü t€msıı etJlnıeİ.

Toptın dengeıeme:

Yukandakl diizeltme denklemterinden normd donkıenıloİ kuİulsİak çöziiıiine:

Diizeıtmeıeİ:

vı =- 3.605 vc = * 2.397

va =*0.820 vz =*0.691
cı =- 1.233 vg = * 0.032
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3.1. yöntcmine gön çöziim:

I. gİuptın kurulın norm8l denkıemıeıin çö2ümü iı€

t;l Ellit
Notnıl denktcmledn teı! mıtılsleıinden alınan QI,

ı.ısal
o.nrrJ

l-+ r.ssı-]
l * o.gaı l

L_;:;ı]

X4 = - 0.365

xs = - 3.056

x6 = - 4.E67

o

k =_

İ. = + 1.3ı2

Vs = * 1.132

lg = I0.227

Vıo = -0.498

I
w

tfl

4.254

1.193

diİ. Aynı şekilde ıI. gnıbı ait norm8l d€nkı.mI€İin çiniimü iıe

.Ji,
0.616

0.681

o.sgıl
,.*4

(13)'e göıe

(19)'a göıe

aI+"!r=*!I+"I*l,

*oI +.I*. =*Ij +.I|

L.azo r.gznl -' [-ro.szz'l l-- s.soı-l

|,.,,n ,.u,| L-,,.J 
=L .,.J

(20)'ye göre
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"', [ 

,;,,i
[,;,]

lI
'y

(21 )'den den€tinılı oıaİ8k

eıd€ edlııİ. Bu sunoçıaİ lnıvaİıatma hata§ içinde toptan d€ngeıeme sonuçısn ile aynıüİ.
Bu değeİı€rıe I. Ye II. gnıP norm8l denkıenrlere gililerek diğer bilinmeyenıerin kesin de-

ğeİteİi €lde edilıİ.

3.2 yöntcminc 8öıt çödim

I. gnıptaD €lde edll.n gGçici değ€rıer Iı. gnıPta yedn€ konuluna elde edilecek (24)

e göİe bilinm€yenli koşul denkıeml€İi s8yısal olank;

tj,,,J

rl
tı]

1

1

1

["l
L"]

-1 V5

y7

vE

v9

vıo

-1
-ı -l

l s.rsa'l
l o.rrn l

l g.aeg l
I g.ase l

Fr.ro_J

+

[,ı,l
'r,

"n

z

[::il

2.398
1.387

0.105

L.Lzl
- 2.506

k=

(31)'den

354
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oıur. (26)'ntn da dikkıt alınması ile kunılan normaİ denklemin çtiziimü (28)'e göre Ye
(29)'a göı?



Bu değerl€r 3.1 yöntemi il€ eıde edilen
dan §onrası 3.1'deki gibidir.

[,i,ll|

eİ, ile yuvarlatma hatalan içinde aynrdııtaı. Bun-

, 
i;]

\2

I z.gsg]
lossrl

=l o.oasl
l o.zao l

L_o.*rj

33 yöntemine göı€ çöziım

I. guptan eıde ediıen geçici değerl€r II. gruptı yeİine konulsİat (32)'ye göİ€

Y5

V7

Yg

v9

Vıo

+Xı x4

-v x4

- "*,

-",

x5 -x6 +9.ı58

x5 + 0.210

x5 -xo *9.368

ı5 + 8.368

- x5 - 2.790

1

9

Y6

v

n

6

düeltme denkıemleri elde editir. (37)'ye göt€ he§aplanacak q i

Qi; --

3.s59

0;I02
3.061
3.061

o.702

x4

0.,I02

0.991
1.193
ı.193
0.491

3.061

1.ı93
4.581
4.254
1.193

3.061

1.193
4.254
4.504
1.193

nin de dikkate alınması ile (38) normal denklemleri

I s.aez - 5.1?4'l

[-u.,,n 5.1oJ

(32)'y€ göİ€

[J F,:;J"- J
(42)'den

J=[_.,.J
(43)'ten
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o.zoz]
o.ns, 

I

1.193l
ı.rsel
o.esıJ



10.966
3.262

11.176
|1.42o
2.070

Y6

I1
V6

v9

vıo t;ı [,;:J

Bundan sonra izı€necek yoı 3.2'deki gibidiİ.

3.4 Yöntemine cöı€ Çözün

I. gİuptan kuruıen normaı denkıemleİ:

11 11 - x2 *13x3 412 xa + 39 = 0

-x! *7x2 - 7xı- 3xa+ 13= 0

13 x1 .-?x2 *21 x3 414*+27 =0
l2ı1 -3x2 *14x3 *20xa +46 = 0

bu denklenüerden xı ve x2 nln €ıimine§i ilc:

0.735 x3 - 1.790 xa - 5.151 = 0

- 1.?90 x3 + 6.381 & + 8.032 = 0

ıI. Gruptan kurulan normsl denklemler: (ortak bilinmeyenler sona 8elecet biçim-
de diizenleniİs€)

l0x5 -4x5 -3xa+10=0
-,1x5 *9x5-4x3 -4ç +35 = 0

-4x5 *84 - xa-26 = 0

,- 3xs-4t- xa* 8xa-28 =0

x5 ve x6 nın eliminesl ile:

5.8il6 xı -3.812ı - 4.920 = 0

- 3.812 x1 + 3.444 & + 2.404 = O

Het iki gİuptın eıde edilen denklem sı§temıerinin terim teİim (49)'a göı" topıanma§ı il€:

6.5?1 x3 - 5.602 xa - 5.151 = 0

- 5.602 x3 + 9.825 & + 10.436 = 0
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Bu denLlemleıin çöziimü iıo:

x1=|.221, & =_0.366

€Id€ ediüı. Bu değerlerle I. grup norm8l d€nklemlerden:

xı =_ 4.728, xı = - 1.468

II. gnıp normal denklemlerden:

xs =-3.056,x6 =-4.867

eıd€ odiıır. Bu değerl€r de yuYaİlstma hstaıın içlndo toptan deng€ıem€ aonuçıın ile ıy-
nı oıduğu göİüiir.

Jeodezik Eğıınn bıİleştirtımesı Yeyı iııc€den beıaplıııı btİ ığs yenı btİ ığrn .k-
ıelmğııin endiırkt öaçü€İ dengeıem€ai lle toptıı dengoıeme yeİlİe gİupııİ hılindo he-
!ıplünının çok ç€şıtıl yollın vıİdıİ. Yukıntlı eıı çok uygulrnin b|İtıç yarntem giiüİte-

rilmittiİ. Bu yiİıtemı€İin Löırtertne gör8 lıİılttİırn doliyuıylı bla pİobıemlerın çtzii-
miinde biröiıteİine görc yeğıenebuıdeİ. ftık billımeyealeıiı rıyı§, gİuPıann boyutlan,
öncedeı heıaplının ığm tcİs mıtİisının hıaı olup oımıdığı vb. fıktöİleİ bu yöntoııle.
İın seçiırıind€ önenııi tpı oynıİ. H€raplımı tekniğt yiinibden düı ız işıem gercktıİdiği
ve fada kanşık olmıman dolayııytı Avnıpa niırngı ığınn yenıden dengoıenmesl (Ret.
İig) işıeırıı 3.4 yöntaıDi ıle yıpıımıştır.
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