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OZET

Bir bélgeye ait Glgiilmiis ve dengelenmis nirengi, nivelman, gravite vb. bir aga ilave
olarak sonradan olgii ile baglanan yeni bir agin hesaplanmasinda izlenen yol, eski agn s1-
nir noktalannin sabit ve hatasiz kabul ederek yeni agin bu noktalara baglanmasidir. Bu
iglem ise fonksiyonel ve stokastik modeldeki bazi bilgilerin gozardi edilmesi demektir.
Yapilan bu islem pratik bazi gorevleri her ne kadar karsilasa bile dogru olani, bu iki agin
birlikte ve toptan dengelenmesidir. Toptarr dengeleme yerine yeni ag ele alinarak eski
afa ait sinir noktalanndaki bilgilerden de yararlanarak toptan dengeleme sonuglan elde
edilebilir. Bunun igin problem, 6nceden hesaplanmig agin normal denklemlerinin tersin-
de sinir noktalanndaki bilinmeyenlere ait korelasyon matrisinin ek agda dikkate alinma-
siyla bilinmeyenli kogullu &lgiiler (korelasyonlu) dengelemesi seklinde ve bir hesap oyu-
nu ile de korelasyonlu endirekt Glgiiler dengelemesine gekline doniistiiriiliir. Bu sekilde
hem sinir noktalarina hem de ek aga ait bilinmeyenlerin kesin degerleri hesaplamir. Simir
noktalanndaki bilinmeyenlerin kesin degerleri ile de ilk agdaki "l¢ Bilinmeyenler" he-
saplanir. :

Aglann birlegtirilmesi diisiincesi bunun kargit1 olan aglann béliinmesi fikrini de
birlikte getirdiginden biiyi~ 4glann bolinerek dengelenmesi de buradaki ilkelerin 1g1gin-
da yapilabilir.

Konunun uygulanmasina iligkin niimerik bir 6rnek verilmistir.

1- GiRiS

Bir bolgeye ait dengelenmis jeodezik bir aga ikinci bir a3 eklenmesi gerektiginde
genellikle izlenen yol, bu aglardan ilkine ait koordinat, yiikseklik, vb. bilgiler sabit ve ha-
tasiz kabul edilerek sonraki a1 bu noktalara baglamak bigimindedir. Oysa ilk aga ait bir
dengeleme sonucu elde edilen bu degerler bagimsiz okmayip kendi aralannda korelas-
yonludur. Dogru olan yontem, bu iki afin yeni bastan toptan dengelenmesidir. Yeni
bastan bu iki agin birlikte toptan dengelenmesi yerine, yapihip bitmis ilk agin dengeleme
hesaplanndan yararlanarak bu bilgilerden gerekeni ikinci agda dikkate alarak da ayni so-
nulann bulunabilecegi birka¢ yontemle gosterilmistir. Aglann birlestirilmesi diisiincesi,
bunun karsit: olan, aglann boliinmesi fikrini de birlikte getirdiginden, biiyiik aglann bo-
linerek dengelenmesi de buradaki ilkeler 151§1nda gerceklestirilebilir.

Bu konu ile ilgili olarak gerek parca aglann ayn dengelenmesi, gerek toptan denge-
leme, programlama teknigi yoniinden uygun olan endirekt (dolayli) &lgiiler dengelenme-
si bigiminde diigiiniilmiigtiir.

Kolaylik yoniinden matris gosterimi yeglenmis ve konunun daha iyi anlagilmas:
igin tiim yOntemler sayisal kiiciik bir mege uygulanmistir,
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2- AGIN TOPTAN DENGELENMESI

Komsu iki ag sematik olarak asagidaki gekilde olsunlar:

Ive IL apa ait diizeltme denklemleri

agirhk
V]=A1 X+Bly _11 P1 (1)
vy = B,y +Cyz—1; P, (2)

bigiminde yazilir. Burada:

1, : L aga ait dlgiiler vektorii

v; : L apin dlgiilerine getirilen diizeltmeler vektorii

1, : IL aga ait dlgiiler vektorii

v, : IL agn &lgiilerine getirilen diizeltmeler vektorii

: L aga ait i¢ bilinmeyenler vektorii

: IL aga ait i¢ bilinmeyenler vektorii

: ortak bilinmeyenler (sinir iizerinde her iki agda kullamlan noktalara ait)
vektori

P, P, : ilgili afirhk matrisleri

Ay, By, By, C; : ilgili katsay1 matrisleridir.

W N M

Agn toptan dengelenmesi igin (1) ve (2)'den kurulacak normal denklemler:

AP A x + ATP,B,y —ATP, 1, =0

8TP, A,x (BIP,B, + BIP,B;)y +BIP,C,z—(BTP,1, +BIP,1,)=03)

cTp,B, y +CTp,C,2 —CIP,1, =0
bigimindedir.
ATP, A, =Ny, BIP,B, =My, AP, 1, =n,
ATP,B, =N;;  BIP,C; =Ny BIP,1, =n, @)



BIP,A, =N CIP,B, =N} BIP,1,=m,

BTP, B; =Np, C}‘Pz Cz =Nz Cg‘Pz 1; =n,3

kisaltmalan ile normal denklemler,

Nll X +N12 y —n; = 0
N X + (N +Mn)y +Npz —(np +m;)= 0 (5)
T _ —
+Niz y  + Nz —ng = 0

bigiminde yazilir. Bu denklemlerden x bilinmeyen vektoriiniin yok edilmesi ile:

(N + Mz —Ni3 M Nig)y +Nos 2~z +m; —NJ Ni'my) = 0
NX y + Nsz—n; =0 ()
aym sekilde z vektoriiniin yok edilmesi ile:
(N22 + My — Nij Nij' Ny, _NZSN;; Ng)?"‘
(n; +my — NI N} n; —Nas Ny n3) = 0 (7)

bulunur. Bu bilinmeyen hesaplandiktan sonra (5) denklem sisteminin ilk ve son satila-
rindan diger bilinmeyenler hesaplanir.

=]
Ny (ny —Nppy)

»
|

2 = Ny (n3—Nay) (8)

3- GRUP HALINDE DENGELEME

Toptan dengeleme sonucunda elde edilen kesin sonuglann agagida gosterilen ge-
gitli yollarla da elde edilmesi miimkiindiir.>® Bunun icin (1) ile verilen denklemleri I.
grup olarak diigiiniiliip, bu denklemlerden kurulacak normal denklemler (4) kisaltmalan

ile:
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N“ x+Nny—n| = 0

©)

L[}
o

Ngx-i-Nn y—n;

bi¢giminde yazilarak bu denklemlerden

(N2 —Nj Nj} Nyp) y — (a2 =N Nj )= 0 (10)
ve buradan
-1 - =1
y=(Nz — NoNuNi2) " (02 — NN ny) 11)

elde edilir, y bilinmeyenine ait korelasyon matrisi ise
Qyy = (Naz = NEN Npp)™* (12)

dir. (11) ile hesaplanan degerler sadece L. gruptan elde edildigi i¢in kesin y degerleri de-
gildir. Aynca bu bilinmeyenin diginda grup i¢ bilinmeyenleri x ve z bilinmeyenlerinin de
bulunmas: gerekir,

3.1- Her iki grubu ayn ayn gézerek ortak bilinmeyen vektorii y'nin her iki
gruptan bulunan degerlerinin birbirlerine esit olmasi kosulu yazilmasi
yontemi.»? s, 11,4

Gruplardan bulunan gegici y! ve y!l bilinmeyenleri ve ilave edilen e,; ve e?diizelt-
meleri ile birbirlerine esit olmas: gerekir:

yl+e§=yn +ell (13)
Bu kogul denklemi
o —ey +w=0 (14)

bigiminde yazilir. Burada
w=yl— gl (15)
dir. Ancak bu denklemdeki 6lgii olarak diigiiniilen yI ve yH degerleri daha dnce bir den-
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geleme sonucunda elde edildiginden kendi aralannda korelasyonludur. Korelasyon mat-
risleri, bu bilinmeyenlere ait normal denklemlerin terslerinde ilgili kisimlardir. Omegin
yI igin (12) denklemindeki Q;,ydn' Aymn sekilde II. gruptan da elde edilen yn ve ilgili
Q;Iy matrisleri ile korelasyonlu kogullu &lciiler dengelemesi uygundur. (14) denklemleri

I
%
[e-£] | | +o'=y"=0 (16)
°y
seklinde yazlarak
Oy O
Q= 17
o o a
korelasyon matrisinin de dikkate alinmasiyla kurulacak normal denklemler:
buradan
=—@}, +q )" ¢! -yTh (19)

elde edilir. Diizeltmeler ise:

1 I
by Qyy
= .k
i _oll - (20)
y vy

bagintis: ile hesaplamr. Buradan bulunacak diizeltmeler gegici yI ve yn bilinmeyenleri
ile toplanarak kesin y elde edilir.

S U S | Y | |
y=y +ey—y +ey (21)
Bulunan bu degerle ilk gruptan x, ikinci gruptan da z bilinmeyen vektorleri hesaplanir.
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3.2- Birinci gruptan bulunan y bilinmeyenlerinin 2. grupta yerine konulmasi ile

bilinmeyenli korelasyonlu kosullu él¢iiler dengelemesi bigiminde ¢oziim

y bilinmeyeninin kesin degeri i¢in 1. gruptan bulunan yI degerine vy diizeltmesi-

nin eklenerek bulunacag diigiiniiliirse,

.
=y +
FEYEY,

IL. grupta (22) nin dikkate alinmasi ile

Agirhk
v2 =By (y +v) +Coz— 1, P,
veya
[E'_Bg] Va —sz+W2 =0
Yy
Burada
= I
wz =1, —Byy

dir. Olgiilere ait korelasyon matrisi

dikkate alinarak kurulacak normal denklemler

(P5 +BaQuyBT) k— Cyz +wy =0
" =0
seklinde yazilir. Bu denklemlerin ¢oziimii ile

- - — - -1
z=(CX(P;! +B, QWB;P) L eyt cf B+ B, nyB}") Wa
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(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)



k=(F; +B,QyyB]) " (C;2—ws) (29)

diizeltmeler ise

vy P, 0 E
v 0 0 —BT| & (30)
y Yy
veya
Vi =P—21k
v, =—Q.. BTk (31)
y yy 2

olarak hesaplanir. Buradan hesaplanan v,, IL gruba ait kesin diizeltmelerdir. v_ ise (22)’
de yerine konularak kesin y degerleri elde edilir. Kesin x degeri, (9)'da kesin y degerleri
yerine konularak hesaplanir. v, ise (1)'den hesaplanir.

3.3- Bilinmeyenli korelasyonlu kosul denklemlerinin korelasyonlu
endirekt olgiiler dengelemesi sekline gevirerek ¢oziim

Burada izlenen yol 3.2 yonteminde (23) denklemine kadar aym olup (23)'te

Va =V, —'Bzvy (32)
diisiinsel bir v, diizeltme vektorii konularak

72 = sz — W3 (33)
bigiminde endirekt dlciiler dengelemesi sekline déniigiir. Ancak bu yeni diisiinsel v, dii-
zeltmelerine ait 1, diigiinsel olciileri de orijinal dlgiilerin bir fonksiyonu olmasi dolayi-
siyla korelasyonlu olacag i¢in (33) denklemlerinden korelasyonlu endirekt lgiller den-
gelemesi ilkelerine gore normal denklemlerin kurulmas: gerekir.?

Genel olarak 1 eski dlciilerin bir fonksiyvonu, 1 ise

I=A1 (34)

bu yeni 1 olgiilerine ait korelasyon matrisi
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Oiy = AFVAT

dir. (32) denklemi gozoniine alinirsa

A=[E -B;] ve P'=

oldugundan (35) ile verilen formii.

Q =F; +B;QyyB]

olur. (33) denkleminden kurulacak normal denklemler ise

~1 -1
cTQ; C2z—C3 Q7 wa =0
bigimindedir. Bu denklemlerin ¢oziimii ile

z2=(CT Q;= Ca)! CF Qyy w2

olur. Bu degerin (32)'de yerine konulmas ile v, elde edilir, v, ve vy hesabu igin

h s | =]
= Pralq;v,
Yy

formiilii uygulamr. Bu formiilde (36) ve ¥37) dikkate alinarak

Vi1 P2 0 E

v 0 Q

_aT
y Yy B;

veya
v =P (57 + BQyyBD) ' Vs
v =—0yyB;r (7, +B,Quy B]) ' ¥,
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(%, +B,QuB]) ' ¥,

(35)

(36)

(37)

(28)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)



e
yazilir. (42) ve (43) formiilerinin (29) ve (33)'iin dikkate alinmasi ile (31) formiileri ile
aym oldugu gorilliir. Bundan sonra izlenecek yol 3.2 yonteminde (31) formiiliinden son-

raki gibidir.

3.4- Helmert Yontemi ile Coziim

Her gruba ait bagimsiz olarak kurulan normal denklemlerden i¢ bilinmeyenler eli-

mine edilir.
ATP, A, x + ATP,B,y— ATP,1, =0

BIP, A, x + BT P,B,y—BTP,1, =0

X bilinmeyeninin eliminesi ve (4) kisaltmalan ile
(N —N& Ny Nig)y = (n2 — NEN;) 0,) =0

Aym gekilde 2. gruptan bagimsiz olarak kurulan normal denklemler
BIP,B,y + BIP,C,z— BYP,1, =0

CIP,B,y + CIP,Coz— CTP,1, =0

(4) x:saltmalan ile ve ortak bilinmeyenlerin sona alinmas ile
A
N33z+ Ny y—n; =0

N232+M22y—m2 =0

Bu denklemlerden z bilinmeyeninin eliminesi ile
-1 T —1 —
(Mn - Ng; N33 Naa ) y— (ml - N23N33n3) =0
(45) ve (48) denklemlerinin terim terim toplanmasi ile:
_1 -
(N2z + My — NENH N —NpNg Nj)y—

) | =1
(n; + m; — NS N7} ny —NpsNsns) =0

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

elde edilir. Bu denklemin toptan dengeleme sonucu (7) denklemleri ile ayni oldugu gorii-
liir. Gruplann i¢ bilinmeyenleri hesabi igin (49) ile hesaplanan y degerleri (44) de konu-
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larak x, (46)'da yerine konarak z elde edilir.

4- SAYISAL UYGULAMA

Asafida gesitli agirhkta verilmig 6 bilinmeyenli 10 diizeltme denklemlerinin ilk

besi I. grup ve son begi II. gruba ait olsunlar.

Apirhk
Vy =X; +x, tX3— X4 +1 l_ﬁ.
V, =Xy — X, +2x;3 +x4 +2 2
Vi =X, +x; + 2%, +3 3
Vg = X3 — X3 +4 4 > I. Grup
Vs =X, X3 + x4 +5 5
Vg = X3 —Xg4 + X5 —Xg | 1
Yq = Xg — X5 —2 2
Vg = X3 + X5 — Xg -3 3 P L. Grup
Vg = X3 — Xg —4 4
Vo= X4 — Xg -5 5
Burada
X3 X3 I. gruba ait x vektorii,
X3 ;X4 ortak bilinmeyen vektorii
X5 , Xg IL. gruba ait z vektoriinii temsil etsinler.
Toptan dengeleme:
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Yukandaki diizeltme denklemlerinden normal denklemler kurularak ¢oziiliirse:

Bilinmeyenler: Diizeltmeler:

X; =—4.724 vy =— 3.605 Ve = + 2.397
X, =— 1,467 v, =+ 0.820 v, =+ 0.691
X3 =+1.221 vy =—1.233 vg =+ 0.032



Xs =— 0.365 va =+ 1.312 ve =+ 0.227
Xy == 3.056 Vg = +1.132 Vlo=_0.498
X =—4.867

3.1. yontemine gore ¢oziim:
L. gruptan kurulan normal denklemlerin ¢6ziimii ile

—19.789

x| |+ 8632

+12.368

vl + 2210

Normal denklemlerin ters matrislerinden alinan QIyy :
4254 1.193
ol =
vy 1.193 0491

dir. Aym gekilde II. gruba ait normal denklemlerin ¢oziimii ile

+1.391
I = |+o0.841 " 0.616 0.681
. —2.319 Oyy =] 0.681 1.044
z —3.928

(13)'e gore

(19)'a gore
4.870 1.874| ! [ 10.977 — 3.604
k=— =
1.874 1535 +1.369 3.508
(20)'ye gore
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—11.146 —0.169

Jd - ol -
— 2577 —1.208
(21)'den denetimli olarak
1.222
y -_—
—0.367

elde edilir. Bu sunoglar yuvarlatma hatas: i¢inde toptan dengeleme sonuglan ile aymdir.
Bu degerlerle 1. ve II. grup normal denklemlere girilerek diger bilinmeyenlerin kesin de-
gerleri elde edilir.

3.2 yontemine gore ¢oziim

I. gruptan elde edilen gegici degerler II. grupta yerine konulursa elde edilecek (24)
e gore bilinmeyenli kogul denklemleri sayisal olarak:

1 —1+1) [ve] [—-1+1 Xs 9.158 0
1 1| |v, +1 0.210| _|0
1 -1 ve |[+] —1+1] |[x 9.368 0
I -1 Vo +1 8.368 0
1 -1 |vio +1 2.790 0

sz

V.
*4

olur. (26)'min da dikkate alinmas: ile kurulan normal denklemin ¢oziimii (28)'e gore ve
(29)'a gore

2.398

xs] — 3.052 1.387

2= = k=1 0105
Xg J — 4.860 1121

— 2,506

(31)'den
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2.398

0.694 | —11.221
vo =| 0.035 Vy = ® =
0.280 "x‘ — 2.597
— 0.501

Bu degerler 3.1 yontemi ile elde edilen er

dan sonras1 3.1'deki gibidir.

ile yuvarlatma hatalan i¢inde aynidirlar. Bun-

33 yontemine gore ¢oziim

L gruptan elde edilen gegici degerler II. grupta yerine konularak (32)'ye gore

Ve —vxs +v " = 75 = X5 — Xg +9.158

Vq = vx = ?7 =—Xg +0.210
4

Vg —vx3 = vg = x5 —x¢ +9.368

Vo ~ Yy, =| Vg = —xs +8.368

Vio = Vx = -“:10 = =g = 2,790
4

diizeltme denklemleri elde edilir. (37)'ye gore hesaplanacak Q; ;

3.359 0.702 3.061 3.061 0.702
0.702 0991 1193 1.193 0.491
Q;;= |3061 1193 4587 4.254 1.193
3.061 1.193 4.254 4504 1.193
0.702 0491 1.193 1.193 0.691

nin de dikkate alinmasi ile (38) normal denklemleri

9.337 —5.174
—5.174 5.106
(32)'ye gore

Xs —3.345 Xsg —3.052
- veya =
Xg —9.028 Xg — 4,860
(42)'den (43)'ten
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10.966 Vs 2401

3.262 Vs 0.693 vy —11.211
Vo= |11176 | v;= |vg [= |0.043| v = ] =

11.420 Vo 0.282 vy —. 2596

2.070 Vio 0.507 *

Bundan sonra izlenecek yol 3.2'deki gibidir.
3.4 Yontemine Gore Coziim
I. gruptan kurulan normal denklemler:

11x, — X, +13%3 +12% +39 = 0
_"X|+7x;_ 7)(3— 3)[4"" 13=0
13x; —Tx, +21x3 +14x, +27 =0
12%, —3x, + 14 x5 +20 x4 +46 = 0

bu denklemlerden x; ve X, nin eliminesi ile:

0.735 x3 —1.790 x4 — 5.151 = 0
—1.790 x; +6.381 x4 +8.032 =0

II. Gruptan kurulan normal denklemler: (ortak bilinmeyenler sona gelecek bigim-
de diizenlenirse)

10 x5 — 4 x4 —3x4+10 =0
— 4x; +9%x5—4x3 —4x,+35 =0

—4x5+8x3 — x,—26=0
¢t — 8x;—4% — X3+ 8x,—28=0

X5 ve Xgmn eliminesi ile:

5.836 x5 — 3.812x, —4.920 = 0

—3.812x, +3444 x4 +2404 =0
Her iki gruptan elde edilen denklem sistemlerinin terim terim (49)'a gore toplanmasi ile:

6.571 x3 — 5.602 x4 — 5.151
—5.602 x5 +9.825 x, + 10.436
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Bu denklemlerin ¢oziimii ile:
X3 =1.221, x4 =—0.366
elde edilir. Bu degerlerle I. grup normal denklemlerden:
X, =—4.723 , x, =— 1.468
IL. grup normal denklemlerden:

Xs =— 3.056 , xg =— 4.867

elde edilir. Bu degerler de yuvarlatma hatalan iginde toptan dengeleme sonuglan ile ay-
n1 oldugu goriiliir.

4 SONUC

Jeodezik aglann birlegtirilmesi veya dnceden hesaplanan bir aga yeni bir agin ek-
lenmesinin endirekt &lgiller dengelemesi ile toptan dengeleme yerine gruplar halinde he-
saplamanin ¢ok cesitli yollan vardir. Yukanda en ¢ok uygulanan birkag yontem goste-
rilmigtir. Bu yontemlerin irbirlerine gore farkhliklan dolayisiyla bazi problemlerin ¢ozii-
miinde birbirlerine gore yeglenebilirler. Ortak bilinmeyenlerin sayisi, gruplann boyutlan,
Onceden hesaplanan agin ters matrisinin hazir olup olmadif1 vb. faktérler bu yontemle-
rin se¢iminde 6nemli rol oynar. Hesaplama teknifi yoniinden daha az iglem gerektirdigi
ve fazla kangik olmamasi dolayisiyla Avrupa nirengi agimn yeniden dengelenmesi (Ret-
rig) islemi 3.4 yontemi ile yapilmgtir.
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