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ÖZET 
Bu bildiride Teknik Yönetmeliğe uygun olarak, kenar uzunlukları 15 – 20km olan AGA da GPS ile dört noktada eş zamanlı yapılan ölçümlerin oturum süresi iki saat, kayıt aralığı 15 saniye alınmıştır. AGA da dengeleme öncesi birim baz hatası (m0) ile dengelemeye esas teşkil edecek hesap yolunun bulunmasına ilişkin farklı bir yöntem ele alınmıştır. Bu yöntemde kullanılmak üzere dört değişkenli bir fonksiyonun on ikinci dereceden açınımı yapılarak, açınımdan bulunan katsayılardan açınımın standart sapması (( ) ve değişken dağılımlarından AGA da en uygun hesap yolunun bulunması tartışılacaktır.

Anahtar Sözcükler: GPS, AGA, Üstel, Parametre, Fonksiyon.
ABSTRACT

DETERMINATION OF THE THEORETICAL STANDARD DEVIATION AND CONFIDENCE INTERVAL RELATED TO A FOUR DIMENSIONAL FUNCTION AND EXPANDING THE RESULTS BASED ON THE MEASUREMENTS GATHERED BY GPS TECHNIQUE ON A MAIN GPS NETWORK (MGN)
In a MGN (Main GPS Network) with side lengths of 15 – 20 km, simultaneous measurements were taken at four points and the data were recorded at intervals of fifteen seconds for a log time of two hours using the GPS (Global Positioning System) technique. A new approach for the estimation of the base error (m0) in the MGN prior to the stabilization will be examined. In order to use in this method a twelfth order function with four variables will be expanded, using the coefficients of this function the standard deviation (() will be calculated and  the method  to find  the optimum estimation technique for the MGN will be discussed in this paper.
Keywords: GPS, MGN, Exponential, Parameter, Function.
1. GİRİŞ 
Ön koşul olarak yaklaşık 400 km2 bir alanı ölçmek için arazide tesisi yapılan AGA da birim kenar uzunluğun oransal hatasının 1/400000 olması isteniyor. Oransal hata, birim bazda 2.5 mm, 20 km bir baz da ise 50 mm öngörü hatası yapar. Bu bildiride GPS tekniği ile ölçülen 20 km lik kenarlarda aranan ölçü hassasiyetinin kuramsal olarak bulunması ele alınmıştır. 

2. MATEMATİK MODEL 
Teknik Yönetmeliğe uygun olarak GPS ile dört noktada eş zamanlı ölçülen Şekil 2 deki AGA da oturum süresi iki saat, kayıt aralığı ise on beş saniyedir. Şekil 2 de AGA da bağımsız bir baz için, dört noktada eş zamanlı yapılan ölçümler ile noktaların x, y, z koordinat bileşenlerinden birine ilişkin 480 kayıt yapılır. 480 kayıt, 480 kenar ölçüsü demektir. Kayıt edilen ölçüler 12 eşit sayılı gruba ayrılır. Her grupda 40 kayıt (40 ölçü) bulunur. Sırası ile birinci grubu b1, ikinci grubu b2 ve on ikinci grubu b12 olarak adlandırırsak. Her grubun aritmetik ortalaması alınarak, Şekil 2 de s12 kenarı için 12 adet aritmetik ortalama bulunur. Sonra s12 kenarına ait 12 aritmetik ortalamanın yeniden aritmetik ortalaması alınır. Bulunan ortalamaya (12 denir. Böylece (s1) noktasını diğer üç noktaya bağlayan aritmetik ortalamaların ortalamaları ((12, (13, (14), (s2)’de ((21, (23, (24), (s3)’de ((31, (32, (34) ve (s4)’de ((41, (42, (43) diye tanımlanır. (s12) kenarının 12 farklı aritmetik ortalama değerini, (s1) noktasının ortalamalar ortalaması ((12) ile karşılaştırmanın 12 değişik yolu vardır. Ayrıca bu karşılaştırma ile s12 için 12 ölçü farkı (v) da bulunur. Şekil 2 deki geri kalan kenarlarda da aynı işlemler yapıldığında (s2), (s3), (s4) noktaları için 12 karşılaştırma yolu ve 12 değişik ölçü farkı (v) bulunur. Dört noktada eş zamanlı yapılan ölçümler içinden uygun baz seçiminin birli, ikili, üçlü ve dörtlü gruplar halinde (412) değişik yolu vardır. Ölçü farklarının (v) birbirlerinden 1 birim ya da 1 birime yakın artıp eksildiği varsayılarak yapılan bu çalışmada kenarlarda yapılacak maksimum ölçü hatası (v(±12) birim aralığında değişir. Teorik olarak bulunan (v(±12) ölçü hataları Tablo 1 de ikinci sütunda gösterilmiştir.
2.1 Birim Ölçü Kriteri Olan Standart Sapma (() Matematik Modeli
Şekil 2 deki AGA da hata dağılım fonksiyonunu F(u), standart sapmanın test yolunu (s12, s23, s34, s41), kenarlarda yapılacak hata değişkenlerini b1, b2, b3, b4 ve dört boyutlu fonksiyonun koordinatlarını x, y, z, t şeklinde tanımlarsak on ikinci dereceden dört değişkenli bir fonksiyon, Formül (1) deki gibi yazılır.
F(u)=(x+y+z+t)12=(b1+ b2+ b3+ b4)12

 (1)
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(2)

Şekil 2 deki AGA da ölçülen kenar değerlerinden veya koordinat farkından elde edilen (v) hatalarının dağılımı Formül (1) in açınımı ile bulunur. Formül (1) sistemin matematik modelidir ve bu eşitliğin katsayılarından standart sapma (() hesaplanır. Formül (1) in açınımında, kenar (b) veya koordinat (x, y, z) hatalarını içeren ve yapısında dört kenara ait 1, 2, 3 veya 4 bileşeni bulunan 455 elaman (terim) vardır. Hatalara ait katsayılar toplandığın da (412)=16777216 (Tablo 1, Sütun 3) elde edilir. Açınımın katsayılarından Bölüm 3.1 de anlatıldığı gibi Formül (1) in standart sapması (() bulunur. 455 adet hata elamanı ancak 25 sütun ve 91 satırlı bir tabloda gösterilebileceğinden burada yer almamaktadır. Bunun yerine Formül (2) deki eşitlikten, Formül (1) deki eşitliğin hatalara ait katsayıları toplamı (Tablo 1, Sütun 4) bulunarak ikinci bir kontrol yapılmıştır. Formül (2) eşitliği Formül (1) eşitliğinin katsayılarını çok az farklı veren üstel bir fonksiyondur. İki eşitlikten hesaplanarak bulunan katsayı değerleri arasındaki fark Tablo 1 deki 3. ve 4. sütunların son satırları incelendiğinde görülebilir.

2.2 Hata Değişkenlerinin Gösterimi

Formül (1) eşitliğinin açınımından elde edilen hata elamanlarını yazmak çok yer tutacağından Şekil 2 deki AGA noktaları (x(y(z(t) şeklinde tanımlanarak Tablo 2’de gösterilmiştir. Böylelikle (b1x(b2y(b3z(b4t) ile (x(y(z(t)  değişkenleri arasında bir ilişki kurulmuştur. Tablo 2’de 455 adet hata elamanları 1, 2, 3 ve 4 bileşenli olarak gösterilmiştir. Aynı tabloda grup dağılım sayısı, katsayı, yenilenme sayısı ve sütunlar çarpımı yer almaktadır. Tablo 2 deki 4. sütunun toplamı (412)(16777216 dır.  
3. SONUÇLAR

3.1 Normal Dağılım Katsayılarından Hata (v) İle Standart Sapmanın (() Bulunması
25 sütun 91 satır içine yazılan dört hata değişkeninin değerleri bire eşit alınır. Sonra değişkene ait 455 adet değişken katsayıları sütun, sütun toplanır. Toplamdan elde edilen değişken katsayıları Tablo 1’in üçüncü sütununda bulunmaktadır. Üçüncü sütundaki katsayılar normal dağılım görünümünde olup toplamları (412) eşittir. Tablo 1’deki 1. ve 3. sütunların ağırlıklı çarpımından sistemin aritmetik ortalaması olan ((((() bulunur. Birinci sütundaki (1, 2, 3,..., 25) doğal sayılarından ((((() un çıkarılması ile ölçü hataları (v) bulunur. Görüldüğü gibi ölçü hataları (v(±12) değerleri arasında tam sayı olarak değişmektedir. Tablo 1’den standart sapma ((=2.4495) hesaplanmıştır. Ayrıca standart sapma ((), (v) hatalarının karelerinin ağırlıklı çarpımından da hesaplanarak ((=2.4495) aynı değer bulunmuştur.

3.2 Değişken Katsayılarının Üstel Fonksiyon (2) Eşitliği İle Bulunması

Üstel fonksiyonda standart sapma yerine (=2.4495, (v) hataları yerine Tablo 1’in 2. sütunundaki değerleri konularak bulunan katsayılar Tablo 1’in 4. sütununa yazılmıştır. 3. sütun ile 4. sütun katsayıları arasında belirgin bir fark olmadığı gözlenmiştir. Formül (2) eşitliğinin çıkarılması ve detayları önceki çalışmalarda yayınlanmıştır (Melikoğlu 1991, 1993). Bu yayınlarda yer alan ve Formül (1) eşitliğinin bir alt sürümü olan üç değişkenli altıncı dereceden bir fonksiyonun açınımı ise daha önceki çalışmalarda yapılmıştır (Melikoğlu 1987, 1989), bu açınımdan üstel fonksiyona geçilerek Formül (2) eşitliği bulunmuştur, Gauss hata fonksiyonu ile karşılaştırılmış ve Formül (2) eşitliğinin üstünlükleri belirtilmiştir. Dört bilinmeyenli 12. dereceden bir fonksiyonun katsayılarının sütun toplamlarını bulmak için üstel fonksiyon Formül (2) kullanılmıştır, bulunan sonuçlar Tablo 1’in 4. sütunda gösterilmiştir. Daha sonra 4. sütuna göre ağırlıklı aritmetik ortalama ile standart sapma hesaplanır. Aritmetik ortalama ((’(13( standart sapma ((’(2.45( birim olarak bulunmuştur. 1991 yılında yapılan çalışmada bulunan üstel fonksiyonun uygulaması ile Formül (1) eşitliğinin örtüştüğü görülmektedir. Beş bilinmeyenli fonksiyonların açılış yöntemi bilinirse Formül (2) eşitliği ile değişken katsayıları hesaplanmadan standart sapması hesaplanabilir.  

3.3 Kenar Ölçü Hatalarının Bir, İki, Üç ve Dörtlü Değişkenler Halinde Gösterilmesi

Bir eşitliğinin açınımından elde edilen değişkenler topluluğu birli, ikili, üçlü ve dörtlü gruplar halinde bulunmaktadır. Değişkenler topluluğu içinde bir kenarlı 4, iki kenarlı 66, üç kenarlı 223, dörtkenarlı 162 değişken grup vardır. Grupların sistemdeki sayıları kapsadıkları alanlar toplu halde Tablo 3’ de gösterilmiştir.

3.4 Standart Sapma ve Katlarının Sistemde Kapsadığı Alanlar 

Standart sapmanın sistemde kapsadığı alanı bulmak için; standart sapmanın bir, iki, üç birimlik değerleri bulunmuştur. Şekil 2 deki AGA nın 20km lik kenar değeri ile birim kenar değeri standart sapmaya bölünerek bulunan oransal hatalar Tablo 4 de verilmiştir. Bir birimlik standart sapma çan eğrisinin %77.05 sını, iki birimlik standart sapma çan eğrisinin %97.46 ünü, üç birimlik standart sapma %99.91 ini kapsamaktadır.
3.5 Dört Bilinmeyenli 12. Dereceden Bir Denklemin Açınımından Elde Edilen Katsayıların Çan Eğrisi

Tablo 1 in 3. sütununda bulunan katsayılar normal dağılım gereği simetrik sıralanmıştır. Bu dağılımın hata eğrisi (çan eğrisi) Şekil–1 de gösterilmiştir. Çan eğrisi üzerinde x(0 giderken hatasız ölçümler, y(0 giderken ise hatalı ölçümler yapılmaktadır. Eğri üzerinde x sıfır iken y ekseninde yer alan hata katsayısı (ölçüm sayısı) maksimumdur. Eğri üzerinde y sıfır iken x ekseninde yer alan hata katsayısı (ölçüm sayısı) minimumdur. Şekil 2 deki AGA noktalarında yapılan GPS ölçüm sayısı arttıkça, hata yapma olasılığı azalmaktadır. Tablo 1 deki v=0 satırı incelendiğinde AGA noktalarında karşılıklı yapılan 480 ölçü neticesinde kenar uzunluklarını sıfır hata ile ölçme olasılığı %16.1 dir. Bu değer Tablo 4 ün 3. sütun 4. satırında verilmiştir.
3.6 AGA da Yapılan Ölçü Hatalarının Teorik Olarak (v=0) Olma Olasılığı 
Tablo 1 de ölçü hatası sıfır olan satır incelendiğinde gözlenen açınımlar Tablo 5 de verilmektedir. Teorik olarak bir kenarda sıfır hata yapama olasılığı 1/10000000, iki kenarda sıfır hata yapama olasılığı 3/10000, üç kenarda sıfır hata yapama olasılığı 9/1000 ve dört kenarda sıfır hata yapma olasılığı 15/100 dir. Tablo 5 sütün 6 da sıfır hatalı ölçüler içersinde bir kenarda sıfır hata yapma olasılığı 7/10000. İki kenarda sıfır hata yapma olasılığı 2/1000. Üç kenarda sıfır hata yapma olasılığı 5/100 ve dört kenarda sıfır hata yapma olasılığı 94/100 tür. 
Tablo 1 Dört boyutlu açınımın X ekseni üzerindeki normal dağılım katsayıları
	Birim Aralığı Doğal Sayı 
	(v) Ölçü Hataları Tam Sayı Olarak            
	( Hata değişken katsayıları 
(Formül 1) 
	( Hata değişken Katsayıları 
(Formül 2)

	1
	(12  
	1
	17

	2
	(11
	24
	114

	3
	(10
	276
	658

	4
	(9
	2024
	3207

	5
	(8
	10626
	13474

	6
	(7
	42504
	46101

	7
	(6
	134596
	136173

	8
	(5
	346104
	340444

	9
	(4
	735471
	720504

	10
	(3
	1307504
	1290843

	11
	(2
	1961256
	1957749

	12
	(1
	2496144
	2513548

	13
	0
	2704156
	2731894

	14
	(1
	2496144
	2513548

	15
	(2
	1961256
	1957749

	16
	(3
	1307504
	1290843

	17
	(4
	735471
	720504

	18
	(5
	346104
	340444

	19
	(6
	134596
	136173

	20
	(7
	42504
	46101

	21
	(8
	10626
	13474

	22
	(9
	2024
	3207

	23
	(10
	276
	658

	24
	(11
	24
	114

	25
	(12
	1
	17

	Toplam
	
	16777216
	16777558


Tablo 2 Dört bilinmeyenli 12. dereceden fonksiyonun gruplar halinde açınımı
	(b1x(b2y(b3z(b4t)
Grup (Küme)Dağılım Sayısı(x+y+z+t)(12
	Katsayı
	Yenilenme Sayısı
	Katsayı*Yenilenme Sayısı

	(0,0,0,12)
	1
	4
	4

	(0,0,11,1)
	12
	12
	144

	(0,0,10,2)
	66
	12
	792

	(0,0,9,3)
	220
	12
	2640

	(0,0,8,4)
	495
	12
	5940

	(0,0,7,5)
	792
	12
	9504

	(0,0,6,6)
	924
	6
	5544

	(0,11,1,1)
	132
	12
	1584

	(0,9,2,1)
	660
	24
	15840

	(0,8,3,1)
	1980
	24
	47520

	(0,8,2,2)
	2970
	12
	35640

	(0,7,4,1)
	3960
	24
	95040

	(0,7,3,2)
	7920
	24
	190080

	(0,6,5,1)
	5544
	24
	133056

	(0,6,4,2)
	13860
	24
	332640

	(0,6,3,3)
	18480
	12
	221760

	(0,5,4,3)
	27720
	27
	748440

	(0,5,5,2)
	16632
	12
	199584

	(0,4,4,4)
	34650
	4
	138600

	(9,1,1,1)
	1320
	4
	5280

	(8,2,1,1)
	5940
	12
	71280

	(7,3,1,1)
	15840
	12
	190080

	(7,2,2,1)
	23760
	12
	285120

	(6,4,1,1)
	27720
	9
	249480

	(6,3,2,1)
	55440
	24
	1330560

	(6,2,2,2)
	83160
	1
	83160

	(5,5,1,1)
	33264
	6
	199584

	(5,4,2,1)
	83160
	27
	2245320

	(5,3,3,1)
	110880
	12
	1330560

	(5,3,2,2)
	166320
	12
	1995840

	(4,4,3,2)
	138600
	12
	1663200

	(4,4,2,2)
	207900
	6
	1247400

	(4,3,3,2)
	277200
	12
	3326400

	(3,3,3,3)
	369600
	1
	369600

	Toplam
	
	455
	16777216


Tablo 3 Şekil 2 deki AGA Kenar hatalarının birli, ikili, üçlü ve dörtlü gruplar halinde dağılım sayıları
	Değişken sayısı
	Hatalar toplamı
	Hata grup sayısı
	Sistemdeki hata Sayısı
	 Kapladığı alan %

	1 Değişkenli hata
	[0,0,0,x] 
	4
	4
	 2.38x10–8

	2 Değişkenli hata
	[0,0,x,y]
	66
	24564
	0.15

	3 Değişkenli hata
	[0,x,y,z,]
	223
	2159784
	12.87

	4 Değişkenli hata
	[ x,y,z,t]
	162
	14592864
	86.98

	Toplam
	
	455
	16777216
	100.00


Tablo 4 Standart sapma (() nın alansal, oransal dağılımı ve sistemde sıfır hata yapma olasılığı
	Standart

 Sapma
	Miktarı (Katsayı)
	Alansal

Sistemde kapladığı alan 

( %)
	Oransal 

1/(1000000/2.4495)

(cm/cm)
	Oransal 

1/(20000000/2.4495) 

(cm/cm)

	1mx
	12926460
	77.05
	1/408246
	1/816493

	2mx
	16351446
	97.46
	
	1/408246

	3mx
	16761940
	99.91
	
	1/272165

	Sıfır hata olasılığı
	2704156
	 16.12
	
	


Tablo 5 Teorik olarak dört noktada yapılan ölçümlerde hatasız kenar (v=0) ölçme olasılığı
	Kenar değişken
 sayısı
	Hatasız kenar toplamı
	Hatasız grup sayısı
	Sistemde hatasız ölçü sayısı
	Genel dağılım içindeki  % 
	Sıfır satırının % 

	Bir kenar hatasız
	[0,0,0,x] 
	2
	2
	1.2(10–5
	7.4(10–2

	İki kenar hatasız 
	[0,0,x,y]
	12
	5018
	2.99(10–2
	0,18

	Üç kenar hatasız
	[0,x,y,z]
	10
	145728
	0,87
	5.39

	  Dörtkenar hatasız 
	[ x,y,z,t]
	25
	2553408
	15.2
	94.43

	Toplam
	
	49
	2704156
	16.1
	100.00
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Şekil 2 Ana GPS Ağı (AGA)
4. DEĞERLENDİRME
Şekil 2 deki AGA nın iki noktasında yapılan 480 GPS ölçüsünden yaklaşık olarak 480 kenar hesaplanır. 480 kenar 12 gruba ayrılır. Her grubun (() aritmetik ortalaması alınarak 12 aritmetik ortalama bulunur. 12 (() ortalamanın tekrar aritmetik ortalaması alınarak ((0) ortalamalar ortalaması bulunur. İki nokta arasındaki 12 aritmetik ortalamadan ((0) çıkarılarak kenar hataları hesaplanır. Şekil 2 deki dört noktalı AGA da diğer kenarlar içinde bu işlemler tekrarlanır. Sonra AGA daki birim hata (m0) hesaplanır. Birim hatanın yeri AGA nın ağırlık merkezidir. Birim hatanın ((m0) ≤ (=2.4495) değerinde olması gerekir. Eğer Birim hata ((m0) ( (=2.4495) ise ölçü ayıklamasına gidilir. Şayet AGA dengelenmesine geçmek için her şey yolunda gitmiş ise dengeleme yapmak için bir hesap yolu seçilmelidir. Bunun için dörtgenin herhangi bir noktasından kalkıp aynı noktaya ulaşmanın en uygun yolu dört noktayı içine alan yoldur. Tablo 2 de en fazla (tekrarlanan) yenilenen dağılım (3,3,3,3) dağılımıdır. En uygun bazları bulmak için noktalardaki (3,3,3,3) dağılım doğrultusu izlenmelidir. Dört noktada hesaba giren kenar sayıları eşit olduğu için bu yoldan bulunan (m0) değerinin, ( (=2.4495) değerini aşmama olasılığı diğer seçeneklere göre daha fazladır. Tablo 5 de sıfır hata yapma olasılığı %15.2 olarak dört noktayı içine alan dağılım olduğu gösterilmiştir.
4.1 Ölçme Süresi ve Birim Hata (m0) Değerlendirilmesi 

GPS ölçülerinden bulunan birim hata (m0)  normal dağılımdan bulunan standart sapmadan (() büyük olamaz. Birim hata teorik olarak bulunan standart sapmanın özelliklerini taşır. Birim hatanın bir noktada veya bir kenarda olma olasılığı Tablo 3 de verildiği gibi on milyonda 2.38 dir. Birim hatanın bir noktada veya bir kenarda olma olasılığı yok sayılabilir. Birim hatanın iki noktada gözükme olasılığı binde 1.5, üç nokta veya üç kenara yayılma olasılığı yüzde 12.87, dört nokta veya dört kenara dağılma olasılığı ise yüzde 86.98 olarak bulunur. Tablo 5 sütun 6 da gösterildiği gibi sıfır hatalı ölçüler içersinde sıfır hata yapma olasılığı yüzde 94.43 ile dört kenarlı dağılımlar önde gelmektedir. Hataların dört noktaya veya dört kenara dağılması hem akla yatkın hem de normal dağılım gereğidir. Tablo 3 deki sonuçlarda bu düşünceyi doğrulamaktadır. Normal dağılım gösteren Formül (1) eşitliğindeki hata elamanlarının içinde en büyük katsayıya sahip olan dağılım 369600 ile (3,3,3,3) dağılımıdır. Bu dağılımın özelliği her noktanın veya her kenarın üçerli ölçü gruplarından oluşmasıdır. Dağılım Tablo 2 son satırda verilmiştir. (3,3,3,3) dağılımından tüm dağılım içinde sadece 1 adet vardır. Birim hatanın bu dağılma içinde olma olasılığı yüzde 2.2 olarak bulunur. Dağılımda hesaba giren ölçü kümelerinin sayıları eşit olup üçer adettir. Hesap (baz) yolunu belirlerken dağılım ağırlıkları eşit olarak alınmalıdır. (3,3,3,3) dağılımında ağırlıklar eşittir, genel dağılım içinde yüzde dokuzluk bir alanı kapsar, hesaba giren kenarların sayısı eşit olduğu için ağırlık katsayıları da eşittir. Bu dağılımda aynı katsayılı ağırlıklar geçerlidir. Diğer dağılımlarda ağırlık kat sayıları farklıdır. Hesap yolunu seçerken aynı dağılımlı dört değişkenli doğrultular seçilmelidir. Şekil 2 deki AGA ölçümlerinin süresini bir miktar artırırsak (yaklaşık 130 dakika) büroda yapılacak ölçü ayıklamalarından sonra geriye 40 arlı 12 grupluk ölçüler kalması sağlanır. Firesiz yapılan iki saatlik GPS ölçmeleri ile 1/408246 oransal hatanın birim bazda karşılığı 1020 m ve 20 km bir bazda ise 20.8km uzunluğa eşdeğerdir. Bu da dikkate almaya değer bir farktır.
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