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Ozet

Miihendislik uygulamalarinda kullanilan ortfometrik yiiksekliklerin geleneksel dlciilerle bulunmasi oldukca zor ve zaman alict bir islem
olmasina ragmen GPS ile bulunan elipsoird yiiksekliklerinden ortometrik yiiksekliklere doniisiim daha kolaydir. Fakat bu doniisiim icin
de belirli dogruluga sahip jeoid ondiilasyon degerleri bilinmelidir.

Bu ¢alismada Trabzon ilinde Tapu ve Kadastro IX Bélge Miidiirliigii kadastro ¢alismalari kapsaminda olusturulan C3 noktalarinda
Olciilen ortometrik ve elipsoidal yiikseklik degerleri kullamiinustir. Calisma bolgesinde noktalarin sayisi yaklasik 600 adet olup dogu-
bati yoniinde 80 km, kuzey giiney ybniinde 30 km’lik bir alana yayilnustir. Tiim noktalarin ITRF96 datumuna dayalr iic boyutlu
Kartezyen koordinatlari, Gauss Kriiger projeksiyon sisteminde tamimlannus projeksiyon koordinatlari ve jeoid ondiilasyonlar:
bilinmektedir.

Uygulamada noktalar dayanak ve test noktalari olarak ikiye ayrilnustir. Dayanak noktalarin seciminde, x ve y ekseni yonlerindeki nokta
dagilimlarina bakilnustir. Calismada agirlikil ortalama, polinom yiizeyleri ve multiquadratik enterpolasyon yontemleri kullanilnustir.
Dayanak noktalarindan farkli enterpolasyon yontemleri kullanilarak elde edilen test noktalar: igin hesaplanan ortometrik yiiksekliklerin
Olciilmiis ortometrik yiksekliklere ne derece yaklasabildigi irdelenmistir ve enterpolasyon ydntemleri arasindaki kiyaslamalar
yapilnustir.

Agirliklr ortalama ydntemi ile enterpolasyonda giic parametresi k degerleri 1, 2, 3 ve 4 alinarak tiim dayanak noktalarina gére
agirliklar belirlenmistir. Polinom yiizeyleri ortogonal polinom yiizeyleri olan lineer, kuadratik ve kiibik ve ortogonal olmayan polinom
yiizeyleri olan bi-lineer, bi-kuadratik ve bi-kiibik yiizey polinomlarmin katsayilari en kiiciik kareler kestirim ydntemine goére
hesaplannustir. Parametrelerin anlamiilik testi degeri hesaplannus ve test degeri siur degerini saglamayan katsayilar modele dahil
edilmenustir.

Anahtar Sézciikler
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1. Giris

GPS sistemi WGS84 elipsoidini kullanmakta ve sonug iiriinlerinden olan koordinat ve yiikseklik bilgileri bu sistemde elde
edilmektedir. Bu sistemden elde edilen bilgilerin geometrik bir anlami vardir, ancak bu bilgiler dogrudan miihendislik ve
olgme islemlerinde kullanilamaz. Buna karsin, mithendislik amagh kullandigimiz ortometrik yiiksekligin geometrik bir
anlami olmayip, GPS’den belirlenen elipsoid yiiksekliginden jeoid ondiilasyonu kadar fark gosterir. GPS ile elde edilen
elipsoidal yiiksekliklerden ortometrik yiiksekliklerin belirlenmesi igin birgok yontem gelistirilmistir. Bunlar en genel
olarak global ve yerel jeoid verilerinden faydalanarak ortometrik yiiksekliklerin belirlenmesi seklinde iki grupta incelenir.

Yerel jeoid belirleme i¢in uygulama bolgesinde ortometrik ve elipsoidal yiikseklikleri hassas olarak bilinen dayanak
noktalarma ihtiya¢ vardir. Dayanak noktalari ile belirlenen yerel jeoid yiizeyi yardimiyla uygun enterpolasyon yontemleri
kullanilarak elipsoidal yiiksekligi bilinen diger test noktalarn ortometrik yiikseklikleri hesaplanabilir. Bu ¢alismada segilen
dayanak noktalarindan farkli enterpolasyon yontemleri kullanilarak elde edilen ortometrik yiikseklikler ile olgiilen
ortometrik ylikseklikler arasindaki farklarn minimum, maksimum degerleri ve standart sapmalar1 gibi istatistikleri
irdelenmistir. (Yilmaz ve Arslan 2005, Y1lmaz 2010, Lin 2005, Ustiin ve Demirel 2003)

1.1.Yerel Jeoid Belirleme Amaciyla Yiizey Modellerinin Kullaniimasi

Elipsoidal ve ortometrik yiiksekliklerin her ikisinin bilindigi noktalardan yararlanarak olusturulan yerel bir jeoid ylizeyi ara
noktalarm jeoid yiiksekliklerinin belirlenmesinde kullanilabilir. Boylece sadece elipsoidal yiikseklikleri bilinen ara
noktalarda ortometrik yiikseklikler hesaplanmaktadir. Bu yiizeylerin belirlenmesi igin kullanilan baslica yontemler;
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Polinom Yiizeyleri (ortogonal ve ortogonal olmayan birinci dereceden, ikinci dereceden ve daha yiiksek
dereceden polinomlar);
Multikuadratik Yiizeyler,

Agirlikli Ortalama Ile Elde Edilen Yiizeyler (Mesafenin tersi, mesafenin karesinin tersi, maksimum mesafe, v.b.)

olarak adlandirilir. Agirlikli Ortalama ile elde edilen yiizeyler enterpolasyon yontemlerinin uygulanmasi ile hesaplanir.

1.1.1.Polinom Yuzeyleri

Polinom yiizeyleri iki degiskenli yiiksek derece polinomlarla tanimlanir. Ortogonal ve ortogonal olmayan polinom tiiriine
gore kullanilacak yiizey denklemleri farkli sekillerde hesaplanacaktir. Ortogonal polinom genel olarak;

n k

N(xz,v) = Z T a;x'y!

=0 =k (1)
i=0

seklinde ifade edilir. Burada X ve ¥ jeoid ondiilasyonu bilinen noktalarin diizlem koordinatlari, a; polinomum katsayilari, n
ise polinomum katsayisidir. n=1 lineer yiizey, n=2 kuadratik yilizey ve n=3 igin ise kiibik yiizey s6z konusudur. Buna gore
ortogonal dogrusal yiizey,
N(xy)=ag+a;y+ax (2)
seklinde 3 bilinmeyenli bir polinom ile; ortogonal kuadratik yiizey
Nixy) = ay+a; v+ a,x + azx* + azxytasy? (3)

seklinde 6 bilinmeyenli bir polinom ile ve ortogonal kiibik yiizey ise

Nixy)= ay+a; v+ a,x + azx° + agotasy+ax°+a; X2 ytagxy+aqy® 4
seklinde 9 bilinmeyenli bir polinom ile ifade edilir. Ortogonal olmayan polinom yiizeyleri genel formiilii

T n
N(xy) = ZZ ainin

1=u |=0 (5)

olarak ifade edilir. Buna gore, 4 bilinmeyenli bi-lineer yiizey denklemi;

N(xy) = ag+ay + ayxtazxy (6)
seklinde yazilir. Bi-kuadratik yiizey,
N(x,y) = g+ a:y + azx + azxy + agv? + asx’y + agx’ + a.x0? + agx?y? (7
seklinde 9 bilinmeyenli bir polinom olarak yazilir. Bi-kiibik yiizey ise,

Nyl = ay+a;y+a,x +azxy— ac_.'l"z L 35-’523"" aﬁxz + &?x}’g - '39-’533’2 L 393"3 + )]
aypxy? + ayx2y? + a1, 3% + a3 yrag 22y + agsx®y?

olarak 16 bilinmeyenli bir polinom olarak ifade edilir. Calisma bolgesinde secilen dayanak noktalarindan (2), (3), (4), (6),
(7) ve (8) esitliklerinde verilen polinom denklemleri igin a[jkatsayllarl; her bir dayanak noktasi i¢in polinomdan elde

edilecek jeoid ondiilasyonu N(¥,¥) jsqy Ve Slciilen jeoid ondiilasyonu N(X, ¥) g1y arasindaki farkin v, ,

vi =

gk

1]
ft

(N{jXJ }’]m.;‘j - N[XJ}').‘JEREP :l )
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seklinde hesaplanacak kareleri toplammin minimum olmasmi 6ngéren En Kiigiik Kareler (EKK) ilkesine dengelemeli
olarak hesaplanir. Burada m; dayanak noktasi sayisidir. Burada,

r=Ar—1 (10)

olarak ifade edilecek diizeltme denklem sisteminde A katsayilar matrisi msatir a;; ve (2), (3), (4), (6), (7) ve (8) esitlerinin
sag tarafindaki a;; katsayilarmin ¢arpanlaridan olusur. /sabitler vektorii ise her bir dayanak noktasindaki 6l¢iilen jeoid
ondiilasyon degeridir, x ise @;; katsayilarindan olusan bilinmeyenler vektoriidiir. @;;’lerin katsayilarmin 6-7 haneli x ve y
diizlem koordinat degerleri, bunlarm g¢arpimlari, katlar1 ve katlarmin ¢arpimlarindan olusan sayilar olduguna ve buna

karsin @, ‘in 1’e esit olduguna dikkat edilirse; A katsayilar matrisinin kondisyonu bozuk bir matris olmasi kagmnilmazdir.
Bu sebeple, (10) esitligindeki diizeltme denklem sisteminden EKK ilkesine gore ¢oziim bulmadan dnce hem A katsayilar
matrisinde hem de /sabitler vektoriinde 6teleme ve normlandirma islemlerinin yapilir. Sonrasinda;

ATAx=ATI (11)
Normal denklem sisteminden
x = (AT4)1ATI (12)

olarak a;; katsayilarmi igeren x bilinmeyenler vektorii hesaplanir. Her bir yiizey icin ayr1 ayr elde edilen a;; katsayilari

i¢in hipotez testleri yardimiyla parametre anlamlilik testi yapilir. (Zhong 1997, Kartal 2001, Yigit 2003, Kavzoglu ve Saka
2005, Teke ve Yalgmkaya 2005)

1.1.2.Multiquadrik Yuzeyler

Multikuadratik enterpolasyon yonteminin amaci biitiin noktalar1 kullanarak arazi yilizeyini tek bir fonksiyonla ifade
etmektir. Bu yontemde m sayidaki dayanak noktalar1 kullanilarak bir trend yiizeyi gegcirilir. Trend yilizeyi olarak n.
dereceden bir polinom alinabilir. Segilen polinomun bilinmeyen katsayilar1 EKK yontemine gore hesaplanir ve dayanak
noktalarindaki AN; artik jeoid yiikseklik degerleri

AN; = N; — N(x.¥;) = Nj— Nygepg i=1,2,3,...m (13)
esitligiyle hesaplanir. Diizlem koordinatlar1 (X,,¥ ) olan enterpolasyon noktasmdaki AN zartik ondiilasyon degeri,

AN, =N, — NEXEJ..Ve) =N —Nerena (14)

seklinde yazilabilir. Fakat bu esitlikteki AN ve N, degerleri bilinmemektedir. Bunlardan birisinin bulunmasi halinde ancak
digeri hesaplanabilir. Burada artik ondiilasyon degerleri “Multikuadratik Yiizey” diye bilinen, katsayilari tanimlanmis
ikinci dereceden yiizey denklemlerinin toplami olarak belirlenmektedir. En genel gosterimiyle multikuadratik yiizey,

) (15)
AN = Z o [Qx,y. 2, ¥:)]
i=1

seklindedir. Burada ¢;, dayanak noktalarmin bilinen ANj artik yiikseklik degerlerinden hesaplanan bilinmeyen katsayilari,
Q(x. v,x; ¥y) ise kernel fonksiyonudur. (15) esitliginden baska multikuadratik yiizey ¢esitleri de kullanilabilir. Ornegin,
dairesel paraboloit serilerinin toplamlari

. 16
&N=Z‘ff[@f—xs)z+ oy —y)? +v7] "
i=1

seklinde ifade edilebilir. Bagintilardaki ¥ istege bagh bir katsayidir. (16) esitliginde ¥ = 0 alinirsa multikuadratik yiizey,
m
i } (17)
AN = E o lx—x)% + 1y —y)?]
i=1
bi¢ciminde olur. Multikuadratik yiizey fonksiyonu olarak (17)’yi segecek olursak bagintida gecen ¢; katsayilarmni
hesaplamak i¢in m sayidaki dayanak noktasmm bilinen (x;, ;. AN) degerlerinden yararlanilarak,
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- | | (18)

i=1

Ve

=) + Oy —) TY2 ij=123, ...m (19)

ﬁ'!-u:-\.

olmak iizere bigiminde m sayida lineer denklem sistemi olusturulur. (18) bagmtisi

AN Gy Gz 7 Oy €1
AN a a - O c3
Mﬁfm AOm1 Om2 - Omm Com
olmak iizere, yeniden
AN = AC 1)

seklinde yeniden yazilabilir. ¢; katsayilari,
C=A"1aN (22)

matris esitliginden hesaplanabilir. (14) esitliginde ¢; katsayilar1 yerine konarak, enterpolasyon noktasindaki jeoid
yiiksekligi

m
Ne=Nyrend + ZC;—[(XQ—.IE-) + (e —y)%] 72
i=1

big¢iminde hesaplanir. Burada (%4,¥,) ve (%3 ¥;) sirasiyla enterpolasyon ve dayanak noktalarinm diizlem koordinatlaridir.
(Taktak 2005; Yaprak ve Arslan 2007; Basgiftci 2008; Cakir 2012; Sentiirk, Ince ve Ozkeskin 2014)

1.1.3.Agirlikli Ortalama ile Elde Edilen Yuzeyler

Bu yontem noktasal bir enterpolasyon yontemidir. Enterpolasyon noktasinin yiiksekligi, bu noktanin ¢evresinde bulunan
dayanak noktalarmdan agirlikli ortalama ile hesaplanir. Kullanilan dayanak noktalarma verilecek agirlik degeri, dayanak
noktast ile enterpolasyon noktasi arasindaki uzakligm bir fonksiyonuna.

Agirhk degerleri £;,

P,=— i=1,2,...m k=1,234 (24)

olarak seklinde hesaplanabilir. Burada k, gii¢ parametresidir ve d; enterpolasyon ve dayanak noktasi arasindaki mesafe
olup,

d; = (5 — %2+ (7 — ya)? (25)

seklinde hesaplanir. (x;V;) herhangi bir dayanak noktasinin koordinatlarimi ve (x..7,) de enterpolasyon noktasinin
koordinatlarin1 gostermektedir. m tane dayanak noktasi oldugu varsayilirsa agirlikli ortalama yontemine gore noktanin
jeoid yiiksekligi
v, 2 NP &
. =
Z:r"l 1 Fi

olarak hesaplanabilir. Burada N,, enterpolasyon noktasinin jeoid yiiksekligi; N;, dayanak noktasinin jeoid yiiksekligi; F;,
dayanak noktasina ait agirlik degeri ve m, enterpolasyon i¢in kullanilan toplam dayanak noktasi sayisidir. (Inal, Turgut ve
Yigit 2002; Erol ve Celik 2006; Bascift¢i 2008; Yilmaz 2011)
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Bulgular

Calismada Trabzon ilinde Tapu ve Kadastro IX. Bolge Miidiirliigii kadastro ¢aligmalar1 kapsaminda olusturulan C3
noktalarinda (Sekil 1) o6l¢iilen ortometrik ve elipsoidal yiikseklik degerleri kullanilmistir. Uygulamada, noktalar dayanak
ve test noktalar1 olarak ikiye ayrilmistir. Dayanak noktalarin se¢iminde, x ve y ekseni yonlerindeki nokta dagilimlarina
bakilmistir. Polinom yiizeyleri, multiquadratik yilizeyler ve agirlikli ortalama ile enterpolasyonla test noktalarindaki jeoid
yiikseklikleri hesaplanmis ve Olgiilerden elde edilmis jeoid yiikseklikleri ile olan farklara gore ydntemler arasinda
kiyaslamalar yapilmistir.

Sekil-1: Kullanilan noktalarin dagihmi

Polinom yiizeyleri olusturulurken birinci, ikinci ve tiglincii dereceden ortogonal olan ve ortogonal olmayan polinomlar
kullanilmistir. Sekil-2, Sekil-3, Sekil-4, Sekil-5, Sekil-6, Sekil-7’de elde edilen farklar santimetre (cm) cinsinden
gOsterilmistir.

Birinci ve ikinci dereceden ortogonal olmayan polinom, ikinci dereceden ortogonal olan polinom segince elde edilen
maksimum ve minimum farklar 12 ve 13 cm arasinda degismektedir.

Polinom Yuzeyi Maksimum Hata (cm)
Birinci dereceden ortogonal 16.62
olmayan polinom

ikinci dereceden ortogonal 19.73
polinom

ikinci dereceden ortogonal 12.00
olmayan polinom

Uglincli dereceden ortogonal 0.02
polinom

Uglincli dereceden ortogonal 0.02
olmayan polinom

Tablo-1: Polinom derece ve tiplerinin segimine gore ol¢gtilen he modelden hesaplanan jeoid yiiksekligi arasindaki maksimum
ve minimum farkiar

Polinomun yiizeylerinin derecesi arttik¢a islem hacmi daha fazla artmis olmasina karsin dlgiilen degerlere daha yakin
sonuglar elde edilmisgtir.
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Sekil-2: Birinci dereceden ortogonal olmayan polinom segilerek elde edilen ytizeylerde olusan farkiar(cm)

Birinci dereceden ortogonal olmayan yiizey modeli ile elde edilen farklar maximum 15 cm olmaktadir (Sekil-2). Sekil-3

Trabzon i Igin Jeoid Ondiilasyoniari Belirleme Amaciyla Enterpolasyon Ydntemlerinin Uygulanmasi
bu model ile elde edilen ortometrik yiikseklikler i¢in ylizey modeli gosterilmektedir.
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Sekil-3: Birinci dereceden ortogonal olmayan polinom model; lle olusturulan ytizeylerde noktalarin gosterilmesi

Sekil-4: lkinci dereceden ortogonal polinom secilerek elde edilen yiizeylerde olusan farkiar(cm)

Ikinci dereceden ortogonal polinomla ile elde edilen yiizeyler icin farklar maksimum 10cm’ ye kadar ¢ikmaktadir (Sekil-

4).
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Sekil-5: Ikinci dereceden ortogonal olmayan polinom segilerek elde edilen yiizeylerde olusan farklar(cm)

Ikinci dereceden ortogonal olmayan polinom yiizeyleri ile elde edilen farklar maksimum 10 cm civarinda olup ayni
derecedeki ortogonal yiizey modeline gore elde edilen farklara gore daha diisiiktiir (Sekil-5). Ikinci dereceden ortogonal
olmayan polinom modelile hesaplanmis ortometrik yiikseklikler Sekil-6’da ¢izdirilmistir.
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Sekil-6: Ikinci dereceden ortogonal olmayan polinom modeli fle olusturulan yiizeylerde noktalarin gdsteriimesi

Ugiincii dereceden ortogonal olan ve ortogonal olmayan polinom yiizey modelleri ile birbirine yakin fark degerleri elde
edilmistir. Bu model ile elde edilen farkin mutlak degerce maksimum 9 mm elde edilmistir. Ayn1 zamanda bu yiizey
modelleri, birinci ve ikinci derecenden ortogonal ve ortogonal olmayan ylizey modelleri ile kiyaslayinca 6lgiilen jeoid
degerine en yakin degeri veren yiizey modelleri oldugu goriiliir (Tablo-1). Sekil-5 ve Sekil-6 da goriildiigii gibi farklar
maximum 0.015 cm olmaktadir.
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Sekil-7: Ugtincii dereceden orfogonal polinom secilerek elde edilen ylizeylerde olusan farkiar(cm)
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Sekil-9: Ugtincii dereceden orfogonal olmayan polinom modeli fle olusturulan yiizeylerde noktalarin gdsteriimesi

Ucgiincii dereceden ortogonal olmayan polinom modelile hesaplanmis ortometrik yiikseklikler Sekil-9’da cizdirilmistir.
Sekil-10’de multiquadrik fonksiyonu ile elde edilmis farklarin noktalara gore degisen grafigi goriilmektedir. Burada elde
edilen farklar maksimum 10 cm civarindadir.
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Sekil-10: Multiquadrik yizeyler elde edilirken olusan farkiar (m)
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Agirlikli ortalama yonteminde & gili¢ parametresinin segimine gore elde edilen farklarda degisimler oldugu gdzlenmistir.
k=4 secildiginde en iyi sonuca ulagilmigtir ve maksimum 46cm fark elde edilmistir. Tablo-3’e baktigimizda k=1 ve 2
secildiginde ise metre cinsinden farklar elde edilmistir. £degerlerine gore elde edilen farklar Sekil-11’da gosterilmistir.
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Sekil-11: Agirlikli ortalama yonteminde farkli glic parametresi secilerek elde edilen yiizeyler igin farkiar (m)

Glg Maximum Fark
Parametresi

k=1 2.5217

k=2 1.6033

k=3 0.7600

k=4 0.4615

Tablo-3: K dederlerinin segimine gére Ofark (Ofark=Olgiilen jeoid yiiksekliji ile hesaplanan jeoid yiiksekligi arasindaki fark)
degerleri

Uygulama alaninda yerel jeoid yiizeyi olusturma amacina yonelik yapilan bu ¢aligmada, test noktalarina iligkin 3 yontemde
farkli parametre segimleri i¢in elde edilen jeoid yiikseklikleri ve dlgiilen jeoid yiikseklikleri arasindaki farklara bakilarak
yapilan degerlendirme gore agirlikli ortalama yontemiyle elde edilen sonuglar diger sonuglara gore daha kotii sonuglar
oldugu soylenebilir. Bunun nedeni ise bu yontemin basit bir noktasal enterpolasyon yontemi olmasidir. En iyi sonucu ise
polinom yiizeylerinde iigiincii dereceden polinomla elde edilmis sonuglardir.
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